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x32§b] f(@) (1.1)

gdziex € Roraz f : R — R



Funkcja unimodalna

Definition

Funkcje jednej zmiennej f(x) nazywamy unimodalna w przedziale [a, b] jezeli
m oz <z <z*to f(z1) > fx2),
Bzt <z <2 to fz1) < f(z2)

dla 21, z2,2* € R oraz dla z* bedacego minimum funkcji w tym przedziale.



Przedziat poszukiwan

Zasada dziatania metod eliminacji

Minimum funkgji f(z) jednej zmiennej i unimodalnej w przedziale [a, b] mozna znalezé
poprzez zmniejszanie przedziatu poszukiwan. Przyjmujac:



Przedziat poszukiwan

Zasada dziatania metod eliminacji

Minimum funkgji f(z) jednej zmiennej i unimodalnej w przedziale [a, b] mozna znalezé
poprzez zmniejszanie przedziatu poszukiwan. Przyjmujac:

m przy inicjalizacji algorytmu za przedziat poszukiwah przedziat [x(Ll),xg)] = [a, b],



Przedziat poszukiwan

Zasada dziatania metod eliminacji

Minimum funkgji f(z) jednej zmiennej i unimodalnej w przedziale [a, b] mozna znalezé
poprzez zmniejszanie przedziatu poszukiwan. Przyjmujac:

m przy inicjalizacji algorytmu za przedziat poszukiwah przedziat [x(Ll),xg)] = [a, b],

m w kolejnych iteracjach zmniejszajac jego dtugosé w taki sposéb, aby poszukiwane
miniumum znajdowato si¢ nowym przedziale, czyli

7 i+1 7 7 7 i+1 7 7
[xg+l)’ng+ )] - [x(L)Jng)L x(U+1) _ I(L,+ ) < xg]) @)

By g
= [x%+l),x$+1)]
dlai=1,2,3,.... Ponadto dtugos$¢ przedziatu poszukiwan musi dazy¢ do zera
: (%) (%)
1 — =0,
dm 2y =<
lub ) )
lim xs.j) =z*, lim xg) =z*.

i—00 i— 00



Przedziat poszukiwan

Przy redukowaniu dtugosci przedziatu [z}, zy7] korzystamy z nastepujacego lematu:

Lemma
Jezeli f(x) jest funkcja jednej zmiennej unimodalng w przedziale [z r,, xy7] oraz
zr, <71 <2 < xy to, jesli
m f(z1) < f(xz2) wtedy minimum funkcji f* = f(z*) znajduje sie w przedziale
[, z2],
m f(z1) > f(xz2) wtedy minimum funkcji f* = f(z*) znajduje sie w przedziale
[z1, zy7].



Algorytm eliminacyjny

Algorytm eliminacyjny ma nastepujaca postac:

m incjalizujac algorytm podstawiamy

0, 25)] = [a, 8],



Algorytm eliminacyjny

Algorytm eliminacyjny ma nastepujaca postac:

m incjalizujac algorytm podstawiamy
1 1
[, 2] = la.],

m w i-tej iteracji obliczamy

n azgi),mg” € [a:(L”,a:gn]



Algorytm eliminacyjny

Algorytm eliminacyjny ma nastepujaca postac:

m incjalizujac algorytm podstawiamy
1 1
[, 2] = la.],

m w i-tej iteracji obliczamy

n azgi),mg” € [a:(L”,a:gn]

w59 = @), 1D = £?)



Algorytm eliminacyjny

Algorytm eliminacyjny ma nastepujaca postac:

m incjalizujac algorytm podstawiamy
1 1
[, 2] = la.],

m w i-tej iteracji obliczamy
] azgi),mg” € [a:(L”,a:gn]
= 1 =) 1Y = 1)
(] [m(fj+1),mg+l)], gdzie
G = o), 26D = 2
jesli £ < pD
lub
(D = o

jesli £ > piD



Metoda poszukiwania dwudzielnego — wstep

Metoda podziatu dwudzielnego (dychotomicznego) polega na podziale przedziatu
poszukiwan [z, zy] na dwie réwne czesci oraz obliczeniu



Metoda poszukiwania dwudzielnego — wstep

Metoda podziatu dwudzielnego (dychotomicznego) polega na podziale przedziatu
poszukiwan [z, zy] na dwie réwne czesci oraz obliczeniu

m wartosci funkgji celu f(z) w dwdch punktach przedziatu poszukiwan

) v ) gy = FLT2U 0
! 2 2’ 2 2’

gdzie 0 jest mata liczba w stosunku do dtugosci przedziatu poszukiwan,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — wstep

Metoda podziatu dwudzielnego (dychotomicznego) polega na podziale przedziatu
poszukiwan [z, zy] na dwie réwne czesci oraz obliczeniu

m wartosci funkgji celu f(z) w dwdch punktach przedziatu poszukiwan

zp +zy 6 xL+xU+5
T =—— -, To=— + -,
! 2 2 2 2 2
gdzie 0 jest mata liczba w stosunku do dtugosci przedziatu poszukiwan,

m wartosci pochodnej f/(x) funkgji celu w punkcie

Tr + 2y

€T =
! 2



Metoda poszukiwania dwudzielnego — wstep

Metoda podziatu dwudzielnego (dychotomicznego) polega na podziale przedziatu
poszukiwan [z, zy] na dwie réwne czesci oraz obliczeniu

m wartosci funkgji celu f(z) w dwdch punktach przedziatu poszukiwan

zp +zy 6 a:L+xU+5
T =—— -, To=— + -,
! 2 2 2 2 2
gdzie 0 jest mata liczba w stosunku do dtugosci przedziatu poszukiwan,

m wartosci pochodnej f/(x) funkgji celu w punkcie

Tr + 2y

€T =
! 2

W pierwszym przypadku jest to metoda bezgradientowa, natomiast w drugim
gradientowa. Jesli nie znamy wartosci pochodnej funkcji mozemy ja przyblizyé

_fl@+h) = flz—h)
- 2h ’

f'(=) (21)

gdzie h < 1.



Metoda poszukiwania dwudzielnego — procedura

Inicjalizacja algorytmu
m Dane:

f(x) - funkcja celu,
[a, B] - przedziat poszukiwan,

d



Metoda poszukiwania dwudzielnego — procedura

Inicjalizacja algorytmu

m Dane:
f(x) - funkcja celu,
[a, B] - przedziat poszukiwan,
)

m kryterium stopu:

xg) = z%) < &y
gdzie a:(Li) i :vg) to krance przedziatu

poszukiwan



Metoda poszukiwania dwudzielnego — procedura

Inicjalizacja algorytmu

m Dane:
f(x) - funkcja celu,
[a, B] - przedziat poszukiwan,
)

m kryterium stopu:

xg) — z%) <g,

gdzie a:(Li) i :vg) to krance przedziatu

poszukiwan

m podstawiamy

M _y

(1)
;= a, zy; =0,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — procedura

i-ta iteracja

m obliczamy

(©) (%)
I A 4 i i
o) = LU o 7 = (=),
(@) (%)
) _ Ty t® 4 i i
o) = LU 4o, f0 = £,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — procedura

i-ta iteracja

m obliczamy

(©) (%)
I A 4 i i
o) = LU o 7 = (=),
(@) (%)
) _ Ty t® 4 i i
o) = LU 4o, f0 = £,

m jezeli fi) < féi) to podstawiamy
) 2 ),

xgﬂ) _ mgi)7



Metoda poszukiwania dwudzielnego — procedura

i-ta iteracja

m obliczamy

(©) (%)
I A 4 i i
o) = LU o 7 = (=),
(@) (%)
) _ Ty t® 4 i i
o) = LU 4o, f0 = £,

m jezeli fi) > féi) to podstawiamy
I(L¢+1) _ xgi)7



Metoda poszukiwania dwudzielnego — procedura

i-ta iteracja

m obliczamy

(©) (%)
I A 4 i i
o) = LU o 7 = (=),
(@) (%)
) _ Ty t® 4 i i
o) = LU 4o, f0 = £,

m jezeli fi) > féi) to podstawiamy
I(L¢+1) _ xgi)7
o =2,

u jesli
zg'H) — x(LiH) <e

to

* : (4)
f o min, f(@y”)s

x* = zg) takie, ze f(x](:)) = f*



Metoda poszukiwania dwudzielnego — uwagi

Uwagi
m dtugos¢ kolejnych przedziatéw poszukiwan L; = ms) — a:([f) wynosi w metodzie
bezgradientowej
1
2i—1

1 1 1 1
L; = 5Li_1 + 55 = Ly + <1 = —1) o = —_1L]_ + 4. (2.2)

21



Metoda poszukiwania dwudzielnego — uwagi

Uwagi
m dtugos¢ kolejnych przedziatéw poszukiwan L; = ms) — a:([f) wynosi w metodzie
bezgradientowej
1
2i—1

1 1 1
L; = 5Li_1 =+ 55 = L1+ <1 = i1 ) o = 21—_1L]_ + 4. (22)

m dtugo$é przedziatu poszukiwan L; — 9§, gdy ¢ — oo,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — uwagi

Uwagi

m dtugos¢ kolejnych przedziatéw poszukiwan L; = xs) — :v([f)

bezgradientowej

wynosi w metodzie

1
2i—1

1 1 1
L; = 5Li_1 =+ 55 = L1+ <1 ) o = Ly +6. (2.2)

T i1 2i—1

m dtugo$é przedziatu poszukiwan L; — 9§, gdy ¢ — oo,

® w metodzie gradientowej lub quasi-gradientowej warto$¢ L; obliczamy jak we
wzorze (2.2) podstawiajac § = 0. Zatem dtugo$¢ przedziatu poszukiwan L; — 0,
gdy i — oo,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — uwagi

Uwagi
m dtugos¢ kolejnych przedziatéw poszukiwan L; = xs) — :v([f) wynosi w metodzie
bezgradientowej
1
2i—1

1 1 1
L; = 5Li_1 =+ 55 = L1+ <1 ) o = Ly +6. (2.2)

T i1 2i—1

m dtugo$é przedziatu poszukiwan L; — 9§, gdy ¢ — oo,

® w metodzie gradientowej lub quasi-gradientowej warto$¢ L; obliczamy jak we
wzorze (2.2) podstawiajac § = 0. Zatem dtugo$¢ przedziatu poszukiwan L; — 0,
gdy i — oo,

B w metodzie quasi-gradientowej dtugosé przedziatu poszukiwan musi byé wieksza
niz warto$é 2h z wzoru (2.1).



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad

Example (Przyktad)

Znalez¢é minimum funkgji

f(z) =x(z—15)
w przedziale [0, 1] przy uzyciu metody podziatu dwudzielnego z dokfadnoscia do
e = 0.01.



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Inicjalizacja algorytmu
m Dane:

f(z) = z(z —1.5),
[a,b] = [0,1],
6 =0.02,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Inicjalizacja algorytmu
m Dane:

f(z) = z(z —1.5),
[a,b] = [0,1],
6 =0.02,

m kryterium stopu:

a:g) = :C(Li) < 0.1,




Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Inicjalizacja algorytmu
m Dane:

f(z) = z(z —1.5),
[a,b] = [0,1],
6 =0.02,

m kryterium stopu:

a:g) = :C(Li) < 0.1,

m podstawiamy

:r(Ll) =0, :rg) =1

)



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m obliczamy

2V = 0.499000, ) = —0.499499,
2 =0.501000, M = —0.500499,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m obliczamy
2V = 0.499000, M = —0.499499,
2 =0.501000, M = —0.500499,
n fl(l) > f2(1) wiec

2 = 2(M = 0.499000,
2 = z{}) = 1.000000,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m obliczamy
2V = 0.499000, M = —0.499499,
2 =0.501000, M = —0.500499,
n fl(l) > f2(1) wiec

2 = 2(M = 0.499000,
2 = z{}) = 1.000000,

2@ — 2| = 0.501000 > 0.01 = ¢




Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Druga iteracja
m obliczamy

2P = 0748500, f? = —0.562498,
2 = 0750500,  f{* = —0.562500,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Druga iteracja
m obliczamy
2P = 0748500, f? = —0.562498,
2 = 0750500,  f{* = —0.562500,
n f1(2) > f2(2) wiec

= = 2(?) = 0.748500,
2 =22 = 1.000000,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Druga iteracja
m obliczamy
2P = 0748500, f? = —0.562498,
2 = 0750500,  f{* = —0.562500,
n f1(2) > f2(2) wiec

= = 2(?) = 0.748500,
2 =22 = 1.000000,

2 — 2| = 0.251500 > 0.01 = ¢




Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Trzecia iteracja
m obliczamy

2 = 0873250, £ = —0.547309,
2P = 0875250, 1P = —0.546812,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Trzecia iteracja
m obliczamy
2 = 0873250, £ = —0.547309,
2P = 0875250, 1P = —0.546812,
n fl(s) < f2(3) wiec

= = 2(® = 0.748500,
e = 2{3) = 0.875250,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Trzecia iteracja
m obliczamy
2 = 0873250, £ = —0.547309,
2P = 0875250, 1P = —0.546812,
n fl(s) < f2(3) wiec

= = 2(® = 0.748500,
e = 2{3) = 0.875250,

¥ — | = 0126750 > 0.01 = ¢




Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Czwarta iteracja
m obliczamy

M = 0810875, Y = 0558794,
M = 0812875, i = —0.558547,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Czwarta iteracja
m obliczamy
M = 0810875, Y = 0558794,
M = 0812875, i = —0.558547,
n f1(4) < f2(4) wiec

= = 2(® = 0.748500,
2 = 2{) = 0.812875,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Czwarta iteracja
m obliczamy
M = 0810875, Y = 0558794,
M = 0812875, i = —0.558547,
n f1(4) < f2(4) wiec

= = 2(® = 0.748500,
2 = 2{) = 0.812875,

2®) — 2| = 0.064375 > 0.01 = ¢




Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Piata iteracja
m obliczamy

2 = 0779688,  f®) = —0.561619,
2 = o0.781688,  f{%) = —0.561496,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Piata iteracja
m obliczamy
2 = 0779688,  f®) = —0.561619,
2 = o0.781688,  f{%) = —0.561496,
n f1(5) < f2(5) wiec

2 = 2(® = 0.748500,
2® = z{7) = 0.781688,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Piata iteracja
m obliczamy
2 = 0779688,  f®) = —0.561619,
2 = o0.781688,  f{%) = —0.561496,
n f1(5) < f2(5) wiec

2 = 2(® = 0.748500,
2® = z{7) = 0.781688,

2{® — 29| = 0.033187 > 0.01 = ¢




Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Szésta iteracja
m obliczamy

29 = 0764004, {9 = —0.562301,
2 = 0766004, {9 = —0.562241,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Szésta iteracja
m obliczamy
29 = 0764004, {9 = —0.562301,
2 = 0766004, {9 = —0.562241,
n f1(6) < f2(6) wiec

20 = 2(® — 0.748500,
2D = 280 = 0.766094,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwiazanie

Szésta iteracja
m obliczamy
29 = 0764004, {9 = —0.562301,
2 = 0766004, {9 = —0.562241,
n f1(6) < f2(6) wiec

20 = 2(® — 0.748500,
2D = 280 = 0.766094,

27 — 27| =0.017504 > 0.01 = ¢




Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwigzanie

Siédma iteracja
m obliczamy

{7 = 0756207, £ = —0.562460,
oV = 0758297, {7 = —0.562431,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwigzanie

Siédma iteracja
m obliczamy
{7 = 0756207, £ = —0.562460,
oV = 0758297, {7 = —0.562431,
[ f1(7) < f2(7) wiec

2® = 27 = 0.748500,
«® = 2{7) = 0.758297,



Metoda poszukiwania dwudzielnego — przyktad - rozwigzanie

Siédma iteracja
m obliczamy
{7 = 0756207, £ = —0.562460,
oV = 0758297, {7 = —0.562431,
[ f1(7) < f2(7) wiec

2$® = 2(1 — 0.748500,
& = xg” = 0.758297,

’%8) —2(¥| = 0.009797 < 0.01 = ¢,

wiec

i . ) (7)
- = —0.562498,
f i fz,”) = f(z’) =

e = 2{7) = 0.748500.



Metoda Fibonacci — wprowadzenie

W metodzie Fibonacci'ego korzysta sie z liczb Fibonacci'ego, ktére definujemy
nastepujaco:

Definition

Fi1 =Fy =1,
Fon=Fn,_1+4+ Fn_2o n=3,4,5,...

Kilkanascie pierwszych liczb ciagu Fibonacci'ego

1, 1,2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, ...



Metoda Fibonacci — wprowadzenie

W metodzie Fibonacci'ego dtugosé
przedziatu poszukiwan, ktéra w i-tej
iteracji réwna

L; = :cgjz) — 33<LZ)
jest zmniejszana o warto$¢ w nastepujacy
sposéb

Fni1— Fri1—;
Li _ n+1 ZLi—l _ n+1 le
Frio—s Fy
dlai=2,3,...,n, czyli
Lpa=22p,  =tp, ,=1p
n—1 — F3 n—1 — 5 n—2 — Fn 1-

Whiosek
Inicjalizujac algortym, musimy znaé

m doktadnos¢ z jaka chcemy otrzymaé
punkt, w ktérym funkcja f(z)
przyjmuje minimum,

m dtugos$é poczatkowego przedziatu
poszukiwan.

Jezeli
acan) = :cgn) <e

to liczba n musi spetnia¢ warunek

F, > —



Metoda Fibonacci — wprowadzenie

W_metodzie Fibonacci'ego punkty
wgl),xg) € [:D(LZ),zg)] wybierane sa
nastepujaco:

fl?gi) = mE}') — Lita,

zg) = xg) + Liya,

czyli
o — a2+ (1 — a2,
mg) =(1-w) a:(Li) + a; zg),
gdzie




Metoda Fibonacci — wprowadzenie

Whiosek
W metodzie Fibonacci'ego punkty W kolejnych iteracjach (oprécz pierwszej)
zgi),wg) c [:D(Li)7zgji)] wybierane s3 wystarczy obliczyé jeden punkt wewnetrzny
nastepujaco:
xﬁ” = mE}') — Lita,
zgi) = Ig) + Liya,
czyli
xgi) = zg) +(1— o) zg),
a:éi) =(1-w) a:(Li) + o mg),
gdzie

Fn—i

oy = ——",
Fr—it1



Metoda Fibonacci — wprowadzenie

Whiosek
W metodzie Fibonacci'ego punkty W kolejnych iteracjach (oprécz pierwszej)
zgi),wg) c [:D(Li)7zgji)] wybierane s3 wystarczy obliczyé jeden punkt wewnetrzny
nastepujaco:
) @) m jesli
xll :mJ —Li+1, (i-1) (i-1)
i i 2T ) < flzs ™
o =2 + Loy, flzy 7)< flzy )
i to ) )
czyli xg) _ xY—l)’
xgi) = zg) +(1— o) zg),
a:éi) =(1-w) a:(Li) + o mg),
gdzie




Metoda Fibonacci — wprowadzenie

Whiosek
W metodzie Fibonacci'ego punkty W kolejnych iteracjach (oprécz pierwszej)
zgi),wy) c [:E(Li)7zg)] wybierane s3 wystarczy obliczyé jeden punkt wewnetrzny
nastepujaco:
) ) m jesli
2y’ =ap) — Lij, (i=1) (i—1)
zg) = zg) + Lit1, J(@ ) < fle )
i to ) )
czyli xél) _ xY—l)’
@) _ 1 _ o) 2D - (2) i—1 i1
2y’ =(1—ag)z;’ +ay a7 s f(zgz )) N f(a?g ))
gdzie to
oy = P x?) = :vél_l).




Metoda Fibonacci — procedura

Inicjalizacja algorytmu
m Dane:

f(x) - funkcja celu,
[a, b] - przedziat poszukiwan,

5 - doktadno$¢ obliczen,



Metoda Fibonacci — procedura

Inicjalizacja algorytmu

m Dane:
f(x) - funkcja celu,
[a, b] - przedziat poszukiwan,
5 - doktadno$¢ obliczen,

m kryterium stopu:

a:g) = x(Li) < &,

gdzie x(Li) i xg) to krance przedziatu
poszukiwan. Na podstawie wartosci € oblicza
sie iloé¢ iteracji algorytmu N,



Metoda Fibonacci — procedura

Inicjalizacja algorytmu

m Dane:
f(x) - funkcja celu,
[a, b] - przedziat poszukiwan,
5 - doktadno$¢ obliczen,

m kryterium stopu:

:L‘S) = x(Li) < &,

gdzie x(Li) i xg) to krance przedziatu

poszukiwan. Na podstawie wartosci € oblicza
sie iloé¢ iteracji algorytmu N,

m podstawiamy

z(Ll):a, x%}):b, Li=b—a.



Metoda Fibonacci — procedura

Pierwsza iteracja
m obliczamy

xgl) - x(Ll)_i_(l—Oq)(l'g), f:El) :f(xg_l))v
;1) :(1_a1)w(Ll)+Oél w8)7 fz(l) :f(xgl))v

Z

n—1

dzi __F,
gdzie a1 = —~

m poréwnujemy wartosci funkgji celu fl(l) i fél),



Metoda Fibonacci — procedura

Pierwsza iteracja
m obliczamy

xgl) - x(Ll)_i_(l—Oq)(l'g), f:El) :f(xg_l))v
;1) :(1_a1)w(Ll)+Oél w8)7 fz(l) :f(xgl))v

Z

n—1

dzi __F,
gdzie a1 = —~

m poréwnujemy wartosci funkgji celu fl(l) i fél),

1(1> < f2(1> to podstawiamy

m jezeli
I(L2) _ x(Ll)7

2@ — ).



Metoda Fibonacci — procedura

Pierwsza iteracja
m obliczamy

xgl) - x(Ll)_i_(l—Oq)(l'g), f:El) :f(xg_l))v
;1) :(1_a1)w(Ll)+Oél w8)7 fz(l) :f(xgl))v

Z

n—1

dzi __F,
gdzie a1 = —~

m poréwnujemy wartosci funkgji celu fl(l) i fél),

m jezeli 1(1> > f2(1> to podstawiamy
I(L2) _ x§1)7

2@ — o,



Metoda Fibonacci — procedura

Pierwsza iteracja
m obliczamy

xgl) - x(Ll)_i_(l—Oq)(l'g), f:El) :f(xg_l))v
;1) :(1_a1)w(Ll)+Oél w8)7 fz(l) :f(xgl))v

Z

n—1

dzi __F,
gdzie a1 = —~

m poréwnujemy wartosci funkgji celu fl(l) i fél),

m jezeli 1(1> > f2(1> to podstawiamy
I(L2) _ x§1)7

2@ — o,



Metoda Fibonacci — procedura

i-ta iteracja

m jezeli fl(F1> < fz(F1> to podstawiamy

i obliczamy
o =2l + (1— i)y, 7 =i,
xéz‘) _ xgi—m, fz(i) _ fl(i_l))7

gdzie a; =



Metoda Fibonacci — procedura

i-ta iteracja

m jezeli fl(F1> > fz(F1> to podstawiamy
i obliczamy

mgi) _ Igi—n’ fl(i) _ fz(i—l))7
xgi) =1 -a) x%‘) aL @ IS), f2(i) _ f(xg;))’

Frn—i
Fn—i+1

gdzie a; =



Metoda Fibonacci — procedura

i-ta iteracja

m jezeli fl(F1> > fz(F1> to podstawiamy

i obliczamy

$§i) _ m;i‘”, fl(i) _ f2(i—1))7

9= (e b, A7 = D)
. Frn—i

gdzie a; = Eom—

m poréwnujemy wartosci funkcji celu fl(i) i féz)



Metoda Fibonacci — procedura

i-ta iteracja

m jezeli fl(F1> > fz(F1> to podstawiamy

i obliczamy

mgi) _ m;i‘”, fl(i) _ f2(i—1))7

9= (e b, A7 = D)
. Frn—i

gdzie a; = Eom—

m poréwnujemy wartosci funkcji celu fl(i) i féz)

m jezeli 1@) < féi) to podstawiamy
S 2 ),

2D _ 40,



Metoda Fibonacci — procedura

i-ta iteracja

m jezeli fl(F1> > fz(F1> to podstawiamy

i obliczamy

mgi) _ m;i‘”, fl(i) _ f2(i—1))7

9= (e b, A7 = D)
. Frn—i

gdzie a; = Eom—

m poréwnujemy wartosci funkcji celu fl(i) i féz)
m jezeli 1@) > féi) to podstawiamy
I(L¢+1) _ xgi)7

2D _ 50,



Metoda Fibonacci — procedura

n — 2-ga iteracja

m jezeli fl(n_3) < fQ(n_3) to
podstawiamy i obliczamy

x§n72) _ wgn73) s f£n72) _ f(l‘;niQ)),

Ign—Z) _ mgn—3)7 fz(n_2) _ fl(n—S))’

gdzie 6 < 1



Metoda Fibonacci — procedura

n — 2-ga iteracja

m jezeli fl(n_3) > fQ(n_3) to
podstawiamy i obliczamy

x§n72) _ wén73)’ f£n72) _ f2(n73)),
Ign—Z) _ m;n—3) 46, 2(n—2) _ f(lén_2)),

gdzie 6 < 1



Metoda Fibonacci — procedura

n — 2-ga iteracja
m jezeli fl(n_3) > fQ(n_3) to
podstawiamy i obliczamy
x§n72) _ wén73)’ f£n72) _ f2(n73)),
Ign—Z) _ m;n—3) 46, 2(n—2) _ f(lén_2)),
gdzie 6 < 1
m obliczamy

f = min "),

C k=L,1,2,U

G = :cl(vn_z) takie, ze f(xl(cn_z)) =i



Metoda Fibonacci — uwagi

Uwagi

Liczbe iteracji n nalezy obliczyé inicjalizujac algorytm (przed pierwsza iteracja). Liczba
n musi spetniaé zaleznos$¢

L
Fp > —.
€
i
n Fn ﬁ
3 2 0.500000
4 3 0.333333
5 5 0.200000
6 8 0.125000
7 13 0.076923
8 21 0.047619

9 34 0.029412
10 55 0.018182
11 89  0.011236
12 144 0.006944
13 233 0.004292
14 377 0.002653
15 610 0.001639




Metoda Fibonacci — uwagi

Uwagi

W i-tej iteracji, gdzie ¢ = n — 2 zachodzi zwigzek

zgn—z) _ x;n—Q)

)

e — B _1
poniewaz ap—2 = 7= = 3.

Zatem mozna obliczyé :cgnfz) lub $§"72) w taki sposéb, aby
xénfl) _ w(lnfl) =3,

wtedy ostatni przedziat poszukiwan bedzie miat dtugos¢ L,,—1 = %Ln,2 + 4.



Metoda Fibonacci — uwagi

Uwagi
Wzory na punkty wewnetrzne
azgi) =y x(Li) + (1 — ) xg),
mgi) =(1-a) z([f) + oy IS)’
mozna zastapié¢ nastepujacymi wzorami
Igi) =(1—ait1) :L"(Li) + g1 fr;i):

2 = oD,

w przypadku, gdy fl(i_l) < fQ(i_l) oraz
Igi) _ xgiq)’
a:éi) =iyl a:ﬁi) + (1 —ait1) 363)7

w przypadku, gdy fl(i_l) > fz(i_l).



Metoda Fibonacci — przyktad

Example (Przykfad)

Znalez¢é minimum funkgji

0.75
= 0.65 —
1@ =

1
— 0.65 z arctg—
an

w przedziale (0, 3] przy uzyciu metody Fibonacci'ego dla n = 6.



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy

xg.l):a:O’ :'Eil):b:37 Ly =b—a= )



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
xgl):a:& xil):b::;, Ly =b—a=3,

m obliczamy:

F
Lo = —L; = 1.846154,
Fg



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
atgl):a:O, :cil):b:& Ly =b—a=3,

m obliczamy:

F
Lo = —L; = 1.846154,
Fg

F F,
% = R Tt = L1634,



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy

xgl):a:& xil):b::;, Ly =b—a=3,

m obliczamy:

F

Lo = —L; = 1.846154,
Fs

_ B

Fg

a_ fa
Fg

F
M 4 22M — 1.153846,
Fe

a , Fs a
m Fxfl ) = 1.846154,
6



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
xgl):a:& xil):b::;, Ly =b—a=3,

m obliczamy:

F
Ly = =L; = 1.846154,
Fe

1 Fs Fy

x; = Fe zﬁ ) 4 —F.Gwz; = Lol
w_F o F ) _

z) = ol + R = 1.846154,

m obliczamy

f2<1> _ f(xgl)) = —0.207269,
Y = @My = —0.115842.



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

druga iteracja

m obliczamy

E.
L3 = ~2 [, = 1.153846,
Fy



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

druga iteracja

m obliczamy
F.
L3 = — Ly = 1.153846,
Fy

m poréwnujemy wartosci funkgcji celu f2(1) i fél),

n f2(1) < f3(.1) wiec

x?) = 939) =0,

2 = 2t = 1.153846,
2 = 2{) = 1.846154,
Fy
—x

2)
o=

@2 , F3 (2
1 +Fmi):0‘692308.
5



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

druga iteracja

m obliczamy

F
Ly = —2 Ly = 1.153846,
Fy

m poréwnujemy wartosci funkgji celu fg(l) i fél)'

R R

x?) = 939) =0,

2 = 2t = 1.153846,
2 = 2{) = 1.846154,
Fy
—x

2)
o=

@, I3

@4 Fmi ) = 0.692308.
5

m obliczamy

£ = £(@?) = —0.291363,
f§2> _ f2<1) = —0.207269.



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

trzecia iteracja

m obliczamy

F
La = =2 L3 = 0.692308,
Fy



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

trzecia iteracja

m obliczamy
F
La = =2 L3 = 0.692308,
Fy

m poréwnujemy wartosci funkgji celu f2(2) i f:§2),

n f2(2) < f§2) wiec

mgg) = x§2) =0,

xga) _ xf) = 0.692308,
l’f) _ w§2) = 1.153846,

L3 _ B

@, 2 @ _
Al R M 0 = 0.461538.



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

trzecia iteracja

m obliczamy
F
La = =2 L3 = 0.692308,
Fy

m poréwnujemy wartosci funkgji celu f2(2) i f:§2),
n f2(2) < f§2) wiec

(3) (2)

z;’ =z =0,
2 = 2(? = 0.692308,

2 = 2(? = 1.153846,
G _B @ 2 @_
Ty = Exl + EC% = 0.461538.

m obliczamy

fo = f(=5) = —0.309809,
fz = {2 = —0.291363.



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

czwarta iteracja

m obliczamy

F
Ly = =2 L3 = 0.461538,
F3



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

czwarta iteracja

m obliczamy

F
Ly = =2 L3 = 0.461538,
F3

m poréwnujemy wartosci funkgji celu f2(3) i f:§3),

n f2(3) < f§3) wiec

m§4) = x§3) =0,

e = 2(¥ = 0.461538,
2 = 2(¥ = 0.692308,

O

F
S @ 4 L3 — 0.230769.
F3 F3



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

czwarta iteracja

m obliczamy

F.
Ls = — Lz = 0.461538,
F3

m poréwnujemy wartosci funkgcji celu f2(3) i f:§3)x

£ < £ wiee
w§4) = x§3) =0,
e = 2(¥ = 0.461538,
2 = 2(¥ = 0.692308,

F F

2 = 223 4 L@ 0230769,
F3 F3

m obliczamy

£ = @) = —0.263678,
£ = ¥ — —0.309809.



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

piata iteracja

m obliczamy

F
Lg = =X Ly = 0.230769,
s



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

piata iteracja

m obliczamy

F
Lg = =X Ly = 0.230769,
s

m poréwnujemy wartosci funkgji celu f2(4) i f:§4),

n f2(4) > f§4) wiec

2 = =Y = 0.230769,
2 = 2( = 0.461538,
2 = 2" = 0.692308,

) _ Fo
Z'3 = F2$
= 2{” 4 0.000001 = 0.461539

F
) + 2ol +0.000001 =
2



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

piata iteracja

m obliczamy

F
Lg = =X Ly = 0.230769,
s

m poréwnujemy wartosci funkgji celu f2(4) i f:§4),

n f2(4) > f§4) wiec

2 = =Y = 0.230769,
2 = 2 = 0.461538,
2 = () = 0.692308,

) _ Fo
Z'3 = F2$
= 2{” 4 0.000001 = 0.461539

F
¢4 lef’) +0.000001 =
2

m obliczamy

£ = 9y = —0.3008092,
£ = (2P = —0.3098093.



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

szésta iteracja
m poréwnujemy wartosci funkeji celu f2(5) i f§5),
. f2(5) N fs('S) wiec
2 = 2{®) = 0.461538,
2® = mgﬁ) = 0.461539,
2 = 2P = 0.692308,



Metoda Fibonacci — przyktad - rozwigzanie

szésta iteracja
m poréwnujemy wartosci funkgji celu f2(5) i fés),
[ f2(5) > fs(.s) wiec

2 = 2{®) = 0.461538,
2 = 2{7) = 0.461539,
:cff) _ x§15> = 0.692308,

® optimum

(6) _ 4(5) _
32 = £ = ~0.3098093,



Metoda ztotego podziatu — zfota liczba

W metodzie Fibonacci'ego dla duzych wartosci n:

Fn_
Ly = "L,
Fy
Fr_o Fn_ Frn_1\?2
L3 = n2n1L1g(nl) Ly
Fn_1 Fn by
F_ k—1
Ly, = ( n 1) Ly
Frn
Z definicji liczb ciggu Fibonacci'ego
Fn -1 Fn—2
Fn—l Fn—l
Definiujac licze ¢ nastepujaco
. n
= lim

n—o0 n—1



Metoda ztotego podziatu - ztota liczba cd.

otrzymujemy réwnanie

1
Lp:l—"_*v
©

ktérego dodatnim rozwigzaniem jest ztota liczba

1 5
©= +2\[ = 1.618034
Odwrotno$¢ ztotej liczby
1 5—1
d=—= V5 = 0.618034
© 2

Zatem dla duzych wartosci n i £ < n w metodzie Fibonacci'ego

Ly =@k 1L,



Metoda ztotego podziatu — procedura

Dane:
[a, b] - przedziat poszukiwan,
N - liczba iteracji



Metoda ztotego podziatu — procedura

Pierwsza iteracja
m podstawiamy

azgl) =a, 1511) =b, Ly =b—a,



Metoda ztotego podziatu — procedura

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
(1D _p

azgl):a, xzy ' =b, Ly =b—a,

m obliczamy:

Ly =®Ly,



Metoda ztotego podziatu — procedura

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
azgl) =a, 1511) =b, Ly =b—a,
m obliczamy:

Ly =®Ly,
wgm = :cil) — Ly = <I>:c§1) +(1— @)xil),



Metoda ztotego podziatu — procedura

Pierwsza iteracja

m podstawiamy

azgl) =a, 1511) =b, Ly =b—a,

m obliczamy:
Ly =®Ly,

wgm = :cil) — Ly = <I>:c§1) +(1— @)xil),
zgl) = xgl) + Lo =(1— <I>):c§1) + @xil).



Metoda ztotego podziatu — procedura

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
(1D _p

azgl):a, xzy ' =b, Ly =b—a,
m obliczamy:
Ly =®Ly,

wgm = :cil) — Ly = <I>:c§1) +(1— @)xil),
zgl) = xgl) + Lo =(1— <I>):c§1) + @xil).

m obliczamy

13 = $@),
£V = pa),



Metoda ztotego podziatu — procedura

Procedura.
i-ta iteracja

m obliczamy

Liy1 =®L;,
m poréwnujemy wartosci funkcji celu f;fl) i
i—1)

I3



Metoda ztotego podziatu — procedura

Procedura.
i-ta iteracja
m obliczamy
Lit1 =Ly,
m poréwnujemy wartosci funkcji celu fz(i*1> i

(i=1)
3

m jezeli fz(i_l) < féi_l) to podstawiamy
2 = oD,

mgi) = mf) —Liy1 = @xgi) + (1 - @)xii),

2 = oD,

xy) _ x:(;i—l)?
m obliczamy

79 = 1),
Y= =



Metoda ztotego podziatu — procedura

Procedura.
i-ta iteracja

m obliczamy
Liy1 =®L;,

m poréwnujemy wartosci funkcji celu fz(i*1> i
(i—1)
3

m jezeli fz(i_l) > féi_l) to podstawiamy

© _ gl

|
mgi) _ m:(:—n’

:cgi) = :cgi) +Liy1=(1- @)xii) + @xii),

xy) _ xy—n?
m obliczamy

[
750 = £,



Metoda ztotego podziatu

m liczba iteracji zalezy od dtugosci ostatniego przedziatu niepewnosci jaki chcemy
otrzymad,



Metoda ztotego podziatu

m liczba iteracji zalezy od dtugosci ostatniego przedziatu niepewnosci jaki chcemy
otrzymad,

m dtugos¢ przedziatu L, wynosi ®" L1,



Metoda ztotego podziatu — przyktad

Example (Przykfad)

Znalez¢é minimum funkgji

0.75
= 0.65 —
1@ =

1
— 0.65 z arctg—
an

w przedziale (0, 3] przy uzyciu metody ztotego podziatu dla n = 6.



Metoda ztotego podziatu - przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy

xgl):a:O, xil):b:?), L1 =b—a=3,



Metoda ztotego podziatu - przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
xgl):a:O, xil):b:?), L1 =b—a=3,

m obliczamy:

Ly = ®L1 = 1.854102,



Metoda ztotego podziatu - przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
e =a=0, 2N=b=3  Li=b-a=3,
m obliczamy:

Ly = ®L; = 1.854102,
2§V = 22V 1 (1 — ®)2l = 1.145898,



Metoda ztotego podziatu - przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
xgl):aZO, xil):b:?h Ly =b-a=3,
m obliczamy:
Lo = ®L; = 1.854102,
2§V = 22V 1 (1 — ®)2l = 1.145898,
xél) =(1- q;)xgl) 4 @zil) = 1.854102,



Metoda ztotego podziatu - przyktad - rozwigzanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
xgl):aZO, xil):b:?h L1 =b—a =3,

obliczamy:

Ly = ®L; = 1.854102,
2§V = 22V 1 (1 — ®)2l = 1.145898,
xél) =(1- q;)xgl) 4 @zil) = 1.854102,

obliczamy

D = f@lM) = —0.208671,
f§1> _ f(xgl)) = —0.115113.



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

druga iteracja
m obliczamy

L3z = ®Ly = 1.145898



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

druga iteracja
m obliczamy
L3 = &Ly = 1.145898
m poréwnujemy wartosci funkgcji celu f2(1) i fél),

n fz(l) < fs(.l) wiec

o = a0 =0,

2 = 2t = 1.145808,

2 = 2{) = 1.854102,

2 = 02(? + (1 - 9)2(? = 0.708204.



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

druga iteracja
m obliczamy
L3 = ®Ly = 1.145898
m poréwnujemy wartosci funkcji celu f2(1) i fél),
n £ < £ wiec
azgz) = x§1) =0,
2 = 2t = 1.145808,
2 = 2{) = 1.854102,
2 = 02(? + (1 - 9)2(? = 0.708204.
m obliczamy
52 = f@l?) = —0.288910,
2 = iV — _0.208671.



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

trzecia iteracja
m obliczamy

Ly = ®L3 = 0.708204,



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

trzecia iteracja
m obliczamy

Ly = ®L3 = 0.708204,

m poréwnujemy wartosci funkcji celu f2(2) i féz),
n f2(2) < fs(.Z) wiec

(3)

) Q. 0,

=) = 2{?) = 0.708204,
2P = 2P = 1.145808,

2 = 02 1 (1 - 0)2(P = 0.437694.



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

trzecia iteracja
m obliczamy

L4 = ®L3 = 0.708204,

m poréwnujemy wartosci funkgcji celu f2(2) i féz)x
n f2(2) < fs(,Z) wiec

(3)

x4 2 =0,

= af
2§ = &) = 0.708204,
2P = 2P = 1.145808,
2 = 823 + (1 — )2(¥ = 0.437694.

m obliczamy

£ = @) = —0.308934,
9 = ¥ — _0.288910.



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

czwarta iteracja
m obliczamy

Ls = ®L4 = 0.437694,



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

czwarta iteracja
m obliczamy

Ls = ®L4 = 0.437694,

m poréwnujemy wartosci funkcji celu f2(3) i fég),
n f2(3) < fs(.s) wiec

(4)

b Q. 0,

2 = 203 = 0.437694,
2 = 2(¥ = 0.708204,

2 = o2 1 (1 - @)2(P = 0.270510.



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

czwarta iteracja
m obliczamy

Ls = ®Ly = 0.437694,

m poréwnujemy wartosci funkgcji celu f2(3) i fég)x
n f2(3) < fs(,s) wiec

(4)

x4 ) =0,

=
2§ = &) = 0.437604,
2 = 2(¥ = 0.708204,
2 = o2 + (1 - @)2(M = 0.270510.

m obliczamy

59 = @) = —0.278603,
£ = ¥ — _0.308934.



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

piata iteracja
m obliczamy

Lg = ®L4 = 0.270510,



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

piata iteracja
m obliczamy
Lg = L4 = 0.270510,
m poréwnujemy wartosci funkcji celu f2(4) i f:§4),
n f2(4) > fs(.4) wiec
2 = 2{Y = 0.270510,
2 = 2(M = 0.437694,
2 = 2(M = 0.708204,
) = (1 - 02" + 0P = 0.541020,



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

piata iteracja
m obliczamy
Le = ®L4 = 0.270510,
m poréwnujemy wartosci funkcji celu f2(4) i f:§4),
n f2(4) > fs(.4) wiec
2 = 2{Y = 0.270510,
2 = 2(M = 0.437694,
2 = 2(M = 0.708204,
) = (1 - 02" + 0P = 0.541020,
m obliczamy
£ = 9y = —0.308934,
9 = r(@$) = —0.308173.



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

szésta iteracja
m poréwnujemy wartosci funkgji celu f2(5) i f:§5)’
w15 < £59) wiec
2(® = 2{» = 0.270510,
20 = 2{7) = 0.437694,
2 = 2{? = 0.541020,



Metoda ztotego podziatu — przyktad - rozwigzanie

szésta iteracja
m poréwnujemy wartosci funkgji celu f2(5) i f§5),

- f2(5) < fs(.S) WIQC

2 = 2{» = 0.270510,
20 = 2 = 0.437694,
:cff) _ xg@ = 0.541020,

m optimum

f3(6) _ f2<5) = —0.308934,



Metoda interpolacji kwadratowej - wstep

Metoda interpolcji kwadratowej polega na zastapieniu funkcji celu f(z) wielomianem
drugiego stopnia p(z).

Zaktadamy, ze znane s3 wartosci funkgji f(z) w punktach z; < z2 < 3 odpowiednio
réwne f1, f2, f3. Wielomian interpolacyjny Lagrange’a ma postac:

) (x — @2)(w — x3) : (x —=1)(w — @3) I (x —=1) (% — @2)
(z1 — z2)(z1 — 23) (z2 — x1)(z2 — 23) (z3 — z1)(z3 — 22)

p(z) =f

Warunkiem koniecznym istnienia minimum wielomianu interpolacyjnego jest zerowanie
sie jego pochodnej, czyli

f 2% — (z2 + x3) th 2% — (z1 + x3) ¥ fs Z.i—(x1+$2) —0

(x1 — x2)(x1 — x3) (w2 — m1) (w2 — x3) (3 — x1) (w3 — x2)

gdzie & jest punktem stacjonarnym wielomianu p(z) oraz

lfl(ﬂﬂg —23) + fa(ad — a}) + fa(af — 23)

2 fi(z2 — x3) + f2(ws — 1) + fa(z1 — 22) (1)

T =



Metoda interpolacji kwadratowej - wstep

Druga pochodna wielomianu p(z) wynosi

fi(ze — x3) + fa(xz —x1) + f3(z1 — z2)

p'(z) = -2 (z2 — x3)(z3 — 1) (21 — 2)

Warunkiem dostatecznym istnienia miniumum jest przyjmowanie wartosci dodatniej
drugiej pochodnej w punkcie stacjonarnym. Warunek ten jest spetniony, gdy

fa < fl(:C3 — xQ) + f3($2 —xl).

T3 — T1

Warunek ten jest zawsze spetniony, gdy funkcja f(x) jest funkcja wypukta.



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

Dane:
f(z) - funkcja celu,
la, b] - przedziat poszukiwan,



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

Pierwsza iteracja

m podstawiamy

1
xgl) =a, xgl) =0, zgl) = 5(a +b),



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

Pierwsza iteracja

® podstawiamy
1
xgl) =a, xgl) =0, zgl) = 5(a +b),
m obliczamy:

V= f@) dla k=1,2,3



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

Pierwsza iteracja
m podstawiamy
xgl) =a, xgl) =0, zgl) = %(a +b),
m obliczamy:
V= f@) dla k=1,2,3
m obliczamy
21 wg wzoru (3.3)

oraz

FO = f&W).



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

i-ta iteracja

® poréwnujemy parami ponizsze wartosci.
Jezeli



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

i-ta iteracja

® poréwnujemy parami ponizsze wartosci.
Jezeli
#0-D < xéi_l),
f(i—l) < f2(i—1)
m to podstawiamy
2P = 200, 0 _ -1
mé’) _ j(iﬂ)’ fg(l) _ f(i71)7
() _ xgiq)’ féi) _ féiil),

gy



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

i-ta iteracja
® poréwnujemy parami ponizsze wartosci.
Jezeli
#0-D < xéi_l),
f”(i—l) > f2(i—1)
m to podstawiamy
zgi) — z6-1) fl(i) = fG-1),
i i—1 i i—1
o) =D, 9 D,

() _ xgiq)’ féi) _ féi—1)7

2y



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

i-ta iteracja
® poréwnujemy parami ponizsze wartosci.
Jezeli
F0-D > xéi_l),
f(i—l) < f2(i—1)
m to podstawiamy
zgi) _ zéi_l), fl(i) _ f2(i—1)’
mé’) _ j(iﬂ)’ fg(l) _ f(i71)7
() _ xgiq)’ féi) _ féiq),

gy



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

i-ta iteracja
® poréwnujemy parami ponizsze wartosci.
Jezeli )
F0-D > xél_l),

fe=1 5 f2(i—1)
m to podstawiamy

2P = gD, O _ 1)

() _ mgi_n’ f2(7,‘) _ f2(i—1)’

Lo

xgi) — (-1, féi) — fl-1),



Metoda interpolacji kwadratowej - procedura

i-ta iteracja
® poréwnujemy parami ponizsze wartosci.
Jezeli
F0-D > xéi_l),
f(i—l) > fz(i—l)
m to podstawiamy
2P = 200, 0 _ -1
i i—1 i i—1
)
xgi) _ j(ifl)y féi) _ f(i—1)7
m obliczamy

9  wg wzoru (3.3)

oraz

FO = §@®).



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad

Example (Przyktad)

Znalez¢é minimum funkgji
fz) =2® —52® — 202+ 5

w przedziale (0, 3].



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy i obliczamy
2(” = 0.000000, f{" = f({") = 5.00000,
2 =1.500000, 5V = f(2{M) = —34.28125,
2 =3.000000, f§Y = f(2{") = 53.00000,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy i obliczamy
2(” = 0.000000, f{" = f({") = 5.00000,
2 =1.500000, 5V = f(2{M) = —34.28125,
2§ =3.000000, f{" = f(z§") = 53.00000,
m obliczamy
W =1.215556, fO) = f(&(V) = —25.63765

oraz
p(1)) = —36.556806,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Pierwsza iteracja
m podstawiamy i obliczamy
2(” = 0.000000, f{" = f({") = 5.00000,
2 =1.500000, 5V = f(2{M) = —34.28125,
2§ =3.000000, f{" = f(z§") = 53.00000,
m obliczamy
W =1.215556, fO) = f(&(V) = —25.63765

oraz
p(1)) = —36.556806,

m btad wynosi

pED) = FV

= = 0.425903
f

oraz

M — 2N =3-0/=3




Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Druga iteracja

m poniewaz (1) < xél) oraz f(1) > fz(l) to
2P =5 = 1.215556, f = f(O) = —25.63765,
e$? =2V = 1500000, f§* = f{" = —34.28125,
2 =2 = 3.000000, £ = " = 53.00000,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Druga iteracja

m poniewaz (1) < xél) oraz f() > fz(l) to

2 =30 = 1.215556, f@ = fO = —25.63765,

o$? = 2l = 1500000, 52 = f{ = —34.28125,

2 = 2{Y =3.000000, £{? = f£{" = 53.00000,
m obliczamy

7 =1.663874, [ = f(z?) = —38.55677

oraz
p(E?) = —35.61425,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Druga iteracja
m poniewaz (1) < xél) oraz f() > fz(l) to

2 =30 = 1.215556, f@ = fO = —25.63765,
2 = 2§Y = 1.500000, f{¥ = f{V = ~34.28125,
2 = 2{Y =3.000000, £{? = f£{" = 53.00000,
m obliczamy
5 =1.663874, @ = f(&®) = —38.55677
oraz
p(?) = —35.61425,
m btad wynosi

p(E®) = F

. = 0.076316
7@

oraz

2 — 2P| = |3 - 1.215556] = 1.784444




Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Trzecia iteracja

m poniewaz (2 > x§2) oraz f?) < f2(2) to

23 =2 = 1500000, & = f{? = —34.28125,
2P = 3® = 1663874, P = f® = _38.55677,
2 = 2 = 3.000000, £ = % = 53.00000,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Trzecia iteracja
= poniewaz #(2) > x§2) oraz f(?) < f2(2) to
23 =2 = 1500000, & = f{? = —34.28125,
2P = 3® = 1663874, P = f® = _38.55677,
2 = 2@ = 3000000, £ = f£{? = 53.00000,
m obliczamy
53 = 1788752, f©® = f(&®) = —41.07917

oraz
p(E?) = —39.54041,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Trzecia iteracja

m poniewaz (2 > x§2) oraz f?) < f2(2) to

23 =2 = 1500000, & = f{? = —34.28125,

2P = 3® = 1663874, P = f® = _38.55677,

2 = 2@ = 3000000, £ = f£{? = 53.00000,
m obliczamy

53 = 1788752, f©® = f(3®) = —a1.07917

oraz
p(E?) = —39.54041,

m btad wynosi

#(3)) _ F(3)
P@7) = IV _ 0037458
7®
oraz
) — 2P| =3-15/=15




Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Czwarta iteracja

m poniewaz z®) > xé?’) oraz f®) < f2(3) to

W =2 = 1663874, @ =P = _38.55677,
M =33 = 1788752, £ = f® = _41.07917,
2 =2 = 3.000000, £ = £{» = 53.00000,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Czwarta iteracja
= poniewaz () > xé?’) oraz f®) < f2(3) to
W =2 = 1663874, @ =P = _38.55677,
M =33 = 1788752, £ = f® = _41.07917,
2D =2 = 3000000, £ = £ = 53.00000,
m obliczamy
3 =1.864191, f@ = (@) = —42.16212

oraz
p(EW) = —41.49604,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Czwarta iteracja

= poniewaz () > xé?’) oraz f®) < f2(3) to

W =2 = 1663874, @ =P = _38.55677,

M =33 = 1788752, £ = f® = _41.07917,

2D =2 = 3000000, £ = £ = 53.00000,
m obliczamy

3 =1.864191, f@ = (@) = —42.16212

oraz
p(E™) = —41.49604,

m btad wynosi

p(E®) — @)

2 = 0.015798
7@

oraz

mgz;) _ x§4) = |3 —1.663874| = 1.336126




Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Piata iteracja

m poniewaz z(4) > xé‘l) oraz f¥) < f2(4) to

20 =2V = 1788752, £ = £V = _a1.07017,
2 =3 = 1864191, P = f = _42.16212,
20 = 2 = 3.000000, £$% = £{" = 53.00000,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Piata iteracja
= poniewaz () > xé‘l) oraz f(4) < f2(4) to
20 =2V = 1788752, £ = £V = _a1.07017,
2 =3 = 1864191, P = f = _42.16212,
2 =2 = 3000000, £ = f£{* = 53.00000,
m obliczamy
5% =1.915059, f® = f(&®)) = —42.66019

oraz
p(E®) = —42.37176,



Metoda interpolacji kwadratowej — przyktad - rozwiazanie

Piata iteracja

= poniewaz () > xé‘l) oraz f(4) < f2(4) to

20 =2V = 1788752, £ = £V = _a1.07017,

2 =3 = 1864191, P = f = _42.16212,

2 =2 = 3000000, £ = f£{* = 53.00000,
m obliczamy

55 = 1915059, f® = f(3®) = —42.66019

oraz
p(2®)) = —42.37176,
m btad wynosi

p(E®) — &)

2 = 0.006761
i®

oraz

IgQ) _ x§2) = |3 — 1.788752| = 1.211248




Metoda interpolacji szesciennej - wstep

Metoda interpolcji szeSciennej polega na zastapieniu funkgji celu f(x) wielomianem
trzeciego stopnia p(z).

Zaktadamy, ze znane s3 wartosci funkcji f(z) i pochodnej funkeji f/(z) w punktach
z1 < x2 odpowiednio réwne f1, f2, f, f5. Wielomian interpolacyjny ma postaé:

p(z) = asx® + asz? + a1z + ao.
Wspétczynniki a; wielomianu interpolacyjnego p(x) obliczamy z ukfadu réwnan
a3x$ + a2x? + a1x1 + a0 = f1,
a3zg + azmg + aiz2 +ap = f2,
3a3x% + 2a2x1 + a1 = f{,
3a33:§ + 2a2x9 + a1 = fé

Warunkiem koniecznym istnienia minimum wielomianu interpolacyjnego jest zerowanie
sie jego pochodnej. Punkt stacjonarny oblicza sie

T=ux2—k,
st w—z
k=(m2—xl)&7,
fo—fi+2w
w = V Z2_f{fé7
c=fi g2l

T2 — x1



Metoda Newtona-Raphsona — wstep

Metoda Newtona-Raphsona polega na zastapieniu funkcji celu f(z) wielomianem
drugiego stopnia stopnia p(z).

Zaktadamy, ze w punkcie 1 znana jest warto$¢ funkcji f(x), wartos¢ pierwszej
pochodnej funkcji f/(z) oraz drugiej pochodnej funkgcji f/(z).

Korzystamy z wzoru Taylora

Ple) = flan) + 1/ @1) @ = 22) + 3 (@1) = )

Warunkiem koniecznym istnienia minimum wielomianu interpolacyjnego jest zerowanie
si¢ jego pochodnej, czyli

f(@1) + f (1) (& - 21) = 0,
gdzie & jest punktem stacjonarnym wielomianu p(z) oraz

 f@)
() (3.2)

T =ux

dla f”(z1) # 0.



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Pierwsza iteracja
m Obliczamy

fi = f'(z1),
f{/ = f”(xl)v



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Pierwsza iteracja
m Obliczamy

fi = f'(z1),
f{/ = f”(xl)v



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Pierwsza iteracja

m Obliczamy
fl=f'(z1),
= 1"(=),
m jesli
’f’(:vl)‘ <e
to



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

i-ta iteracja

m Obliczamy

/
i—1
1"

i—1

Ti=Ti—1 —

dla f”(wifl) ;ﬁ 0.



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

i-ta iteracja

m Obliczamy

/

i—1
Ti=Ti—1 — —;
i—1
dla f"(zs—1) #0.
m obliczamy:
fz/ = f/(zi)v

fil = 1" (@),



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

i-ta iteracja

m Obliczamy

/
i—1
1"
i—1

Ti=Ti—1 —

dla f”(wifl) ;ﬁ 0.

m obliczamy:

fi= f' (=),
f = 1" (@i),
m jesli
|f’(mz) <e
to



Metoda Newtona-Raphsona — przyktad

Example (Przyktad)

Znalez¢é minimum funkgji

0.75
1+ x2

1
f(x) =0.65 — — 0.65 x arctg—
o3

za pomoca metody Newtona-Raphsona dla z; = 0.1, € = 0.01.



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Pierwsza iteracja
m Obliczamy

f1 = f(z1) = —0.188198,
f1 = f'(z1) = —0.744832,
il = f"(=1) = 2.686594,



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Pierwsza iteracja
m Obliczamy

f1 = f(z1) = —0.188198,
f1 = f'(z1) = —0.744832,
il = f"(=1) = 2.686594,



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Pierwsza iteracja

m Obliczamy

f1 = f(z1) = —0.188198,
f1 = f'(z1) = —0.744832,
il = f"(=1) = 2.686594,

|/ (@1)| = 0.744832 > 0.01 =e.



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Druga iteracja

m Obliczamy

/
T2 =21 — f—}, = 0.377240
h



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Druga iteracja

m Obliczamy
o J
xo = x1 — - = 0.377240
h

m obliczamy
fo = f(z2) = —0.303279,

f5 = f'(z2) = —0.138231,
15 = f"(z2) = 1.572960,



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Druga iteracja
m Obliczamy
_ f_
xo = x1 — - = 0.377240
fi

m obliczamy

f2 = f(z2) = —0.303279,
fh = f'(z2) = —0.138231,
fY = #"(z2) = 1.572960,

|/ (w2)| =0.138231 > 0.01 =e.



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Trzecia iteracja

m Obliczamy

/
r3 = T — f—?, = 0.465120
I3



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Trzecia iteracja

m Obliczamy
o J2
T3 =2 — - = 0.465120
f

m obliczamy
f3 = f(xz3) = —0.309881,
f4 = f'(z3) = —0.017907,
i = f"(x3) = 1.171258,



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Trzecia iteracja

m Obliczamy
o J2
T3 =2 — - = 0.465120
f

m obliczamy

f3 = f(z3) = —0.309881,
f4 = f'(x3) = —0.017907,
f = f"(x3) = 1.171258,

|/ (ws)| = 0.017907 > 0.01 = .



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Czwarta iteracja

m Obliczamy

!

24 =25 — 33 = 0.480400
1!
I3



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Czwarta iteracja

m Obliczamy
f3
xq = x3 — -5 = 0.480409
3

m obliczamy
fa = f(z4) = —0.310020,
1= f'(z4) = —0.000503,
i = f"(z4) = 1.105659,



Metoda Newtona-Raphsona — procedura

Czwarta iteracja

m Obliczamy
f3
xq = x3 — -5 = 0.480409
3

m obliczamy

fa = f(za) = —0.310020,
1= f'(z4) = —0.000503,
i = f"(z4) = 1.105659,

| #/(4)| = 0.000503 < 0.01 =e.

Zatem

a* = x4 = 0.480409,
£* = fa = —0.310020.



Metoda siecznych — wstep

Metoda siecznych polega na zastapieniu funkcji celu f(z) wielomianem drugiego
stopnia stopnia p(z).

Zaktadamy, ze w punktach zr, i zy (zr < zy) znane s3 wartosci funkcji f(z) oraz
wartosci pierwszej pochodnej funkcji f/(z), takie, ze ofn/(zr) < 0i ofn/(xzy) > 0.
Korzystamy z wzoru Taylora aproksymujac druga pochodna funkcji wzorem

_ f'(@y) = (=)

f//(xL)
Ty — T

czyli , ,
p@) = Jer) + @)@ —ag) + 3 LD T @ gy

Ty — T,



Metoda siecznych — wstep

Warunkiem koniecznym istnienia minimum wielomianu interpolacyjnego jest zerowanie
si¢ jego pochodnej, czyli

" f'(zu) — f'(21)

TU — TL

f'(xr) (z—zr) =0,

gdzie & jest punktem stacjonarnym wielomianu p(z) oraz

f'(z1)

Flow)  filer) U L) (33)

T =5 —

Uwaga

Jezeli ma zachodzi¢ warunek
1 < T < x2

to

f(z1)f! (z2) < 0.



Metoda siecznych — wstep

Uwagi
Dla punktéw xp, i zy, takich, ze z;, < xy warunek

m f'(zr) - f/(zv) < 0 gwarantuje, ze punkt stacjonarny wielomianu p(z) nalezy do
przedziatu [z, zy]|, przy czym jesli
m f'(xr) <0i f'(xzy) > 0 to p(&) jest minimum wielomianu interpolacyjnego,
m f'(zr) >0i f'(zy) < 0 to p(Z) jest maksimum wielomianu interpolacyjnego,
m f'(zp) - f'(zv) > 01 f'(zy) — f'(xL) # 0 gwarantuje, ze punkt stacjonarny
wielomianu p(z) nie nalezy do przedziatu [z, zy], przy czym jesli
m f(z2) <0if'(zv) <0i& < xp top(F) jest maksimum wielomianu
interpolacyjnego,
m f'(zr) <0i f'(zy) < 0i& > zy to p(&) jest minimum wielomianu
interpolacyjnego,
m f'(z2) >0i f'(xzu) >0i% < xr to p(&) jest minimum wielomianu
interpolacyjnego,
m f'(zr) >0i f'(zy) > 0i & > zy to p(F) jest maksimum wielomianu
interpolacyjnego,

m f'(zp) - f'(zv) > 0i f'(zy) — f'(zL) # 0 to wielomian interpolacyjny p(z) jest
funkcja liniowa.



Metoda siecznych — procedura

Inicjalizacja
m dane s3 punkty, takie, ze
5 =red) <o,
P = f'@$) >0,



Metoda siecznych — procedura
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Metoda siecznych — procedura

Inicjalizacja
m dane s3 punkty, takie, ze
’
;Y =reEd) <o,

0 =Py >o,

m jesli f;(l) <e
to

T — :vg),

=Y,

el ‘f[’]u) .
to

7= xgjl),



Metoda siecznych — procedura

i-ta iteracja

m obliczamy

'(4)
~(i 7 f 7 7
50 = o) - s (o) —0),
fU _fL

7O =@



Metoda siecznych — procedura

i-ta iteracja

m obliczamy

(@) _ () Y (0 _ ()
T ‘W(% ‘%)’
fU - fL

FO=p@E®)
 jedli .
; 769] <o
* — 709
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i-ta iteracja

m obliczamy

'(4)
~(i 7 f 7 7
50 = o) - s (o) —0),
fU _fL

7O =@

u jesli
7 (4)

to {f <e

T* = a”:(i),

=7

® w przeciwnym przypadku, jesli f/(i) > 0 to
2D = 5, f’L(iH) - f;(i)’

xng'l) =50, f(’](z‘+1) = j,



Metoda siecznych — procedura

i-ta iteracja

m obliczamy

'(4)
~(i 7 f 7 7
50 = o) - s (o) —0),
fU _fL

7O =@

u jesli
7 (4)

to {f <e

T* = a”:(i),

=7

® w przeciwnym przypadku, jesli f/(i) <0 to
O )

2D = g, f(’](z‘+1) — fl’]u).



Metoda siecznych — przyktad

Example (Przyktad)

Znalez¢é minimum funkgji

0.75
1+ x2

1
f(x) =0.65 — — 0.65 x arctg—
o3

za pomoca metody siecznych dla zp = 0.4, xy = 0.8 i € = 0.01.
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Inicjalizacja
m dane s3 punkty, takie, ze
f’L(l) = f'(0.4) = —0.103653 < 0,
f;(U = f/(0.8) = 0.180800 > 0,

‘f/L(l) >00l=¢

’f,'}” >001=¢
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Pierwsza iteracja

1) = 0.545757,
FO = £z = 0.063045,

|F | >001=e¢,
n f'(l) > 0, wiec
22 = 20 = 0.4, £ = £, = _0.103653,
2P =31 = 0545757, 1P = F' 1) = 0.063045.
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Druga iteracja

#(2) = 0.490632,
F@ = W) = 0.010580,

|7 ®|>001=e¢,
n f'@) > 0, wiec
29 = 2 — 0.4, £ = £, = _0.103653,
2P =7 = 0.490632, f,¥ = f' = 0.010580.
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Metoda siecznych — przyktad — rozwigzanie

Trzecia iteracja
| |
#(3) = 0.482238,
F® = @MW) =0.001512,

|7®| <001 =¢,
wiec
z* =703 = 0.482238,
* = f® = —0.310019.
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