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Sformutowanie problemu

Problem optymalizacji funkgji bez ograniczei (ZBO) mozemy sformutowaé

nastepujaco:
min f(x) (1.1)
zeR™
gdzie f : R™ — R oraz x € R™
1
x2
xr =

Tn



Sformutowanie problemu

W rzeczywistych zadaniach konstrukcyjnych przy poszukiwaniu rozwiaznia
optymalnego rzadko sie zdarza problem bez ograniczen. Jednak analiza tej klasy
probleméw ma znaczenie ze wzgledu na to, ze
m istnieja problemy, w ktérych ograniczenia nie maja wptywu na osiagniete
minimum,
m niektére metody minimalizacji funkcji z ograniczeniami wymagaja uzycia
algorytméw znanych z optymalizacji funkcji bez ograniczen.



Klasyfikacja metod optymalizacji funkcji bez ograniczen

Klasyczne metody numeryczne poszukiwania minimum funkcji bez ograniczen mozna
podzieli¢ na

metody statystyczne (przypadkowe),

metody deterministyczne (zdeterminowane)

Klasyczne metody deterministyczne polegaja na przeszukiwaniu przestrzeni R™ wzdtuz
prostych zwanych kierunkami poszukiwarn.
Metody te mozna podzieli¢ ze wzgledu na
sposéb tworzenia kierunkéw poszukiwan:
m metody o modyfikowanej bazie lub bezgradientowe,
m metody o modyfikowanym kierunku lub gradientowe,
sposéb znajdowania kolejnego punktu wzdtuz kierunku poszukiwan:

m metody dyskretne lub poszukiwan prostych,
m metody z minimalizacja lub kierunkéw poprawy,



Klasyfikacja metod optymalizacji funkcji bez ograniczen

Metody bezgradientowe

polegaja na poszukiwaniu minimum funkgcji celu w n niezaleznych kierunkach, a
nastepnie wykonywana jest modyfikacja bazy na podstawie informacji o zmianach
wartosci funkgcji f.

Metody gradientowe

korzystaja z informacji o wartosci i kierunku gradientu funkgji celu i na tej podstawie
na biezaco ustalaja kierunki poszukiwan.

Metody poszukiwan prostych

badaja zachowanie funkgji celu jednym lub dwéch punktach lezacych na danym
kierunku poszukiwan odlegtos¢ tych punktéw od punktu poczatkowego jest ustalona
na poczatku kazdej iteracji.

Metody kierunkéw poprawy

polegaja na minimalizcji funkcji celu w kierunku poszukiwan.



Metoda Hooka-Jeevesa — wstep

Metoda Hooka-Jeevesa jest bezgradientowa metoda poszukiwan prostych.

Algorytm oparty na metodzie HJ dzieli si¢ na dwa etapy:

m prébny, ktéry polega na badaniu lokalnego zachowania funkcji w niewielkim
wybranym obszarze poprzez wykonywanie krokéw prébnych wzdtuz wszystkich
kierunkéw ortogonalnej bazy,

m roboczy, ktéry polega na przejéciu w sposéb zdeterminowany do nastepnego
obszaru, w ktérym wykonywany jest kolejny etap prébny.

Etap roboczy wykonywany jest w przypadku, gdy w poprzedzajacym go etapie
prébnym zostat wykonany co najmniej jeden krok pomysiny. W przeciwnym wypadku
nastepuje powrd6t do poprzednio badanego obszaru, w ktérym wystapit pomysiny krok
i wykonywany jest etap prébny z mniejsza wartoscig kroku.

Jako kryterium zatrzymania algorytmu nalezy przyja¢ warunek, aktualna dtugosé
kroku jest mniejsza niz zadana liczba.



Metoda Hooka-Jeevesa — algorytm

Algorytm

Dane wejsciowe:

xo— punkt startowy,
S1, 82, ...,8p— ortogonalna baza,
A— dtugos¢ kroku,
[B— wspdtczynnki korekcyjny zmniejszajacy A, 0 < B < 1,
e— dopuszczalna minimalna dtugosé kroku (kryterium stopu)

T po— W pierwszej iteracji podstaw x g := xo,
Na poczatku dziatania algorytmu oblicz
fo = fBo = f(zo)

oraz podstaw
1= 1.



Metoda Hooka-Jeevesa — algorytm

Algorytm

Etap prébny

=

(=~ o I I |

B B B2

W kierunku s; wykonaj krok prébny i oblicz warto$¢ funkgcji celu
T, =Ti—1+As; fe = f(zi).

Jesli fy < fo to podstaw fo := f; i przejdz do kroku (6)

W kierunku s; wykonaj krok prébny i oblicz warto$¢ funkcji celu
XT; = XT;j_1 — NS ft :f(wz)

Jesli fr < fo to podstaw fo := fi i przejdz do kroku (6)
Podstaw x; := x;_1
Jedlii < ntoi:=14+1iprzejdz do kroku (1).

Jesli fo < fpo to podstaw xp := x, (punkt bazowy), fg := fo i wykonaj etap
roboczy.

Podstaw zg := xpg oraz A := B\ i przejdz do punktu (1).
Jedli A < e to zakoncz przyjmujac x* = xpgg oraz f* = fpo.

Podstaw 4 := 1 i przejdz do punktu (1).



Metoda Hooka-Jeevesa — algorytm

Algorytm
Etap roboczy

Wykonaj krok roboczy i oblicz wartos¢ funkcji celu

xo =xp + (xB — TBo) = 2TB — TR0

fo = f(=o).
Podstaw

LBo ‘= TB,

fBo = fB.

Podstaw i := 1 i przejdz do punktu (1) etapu prébnego.



Kierunki sprzezone

Definicja
Kierunki d1,da, . ..,dr, d; # 0, r < n nazywamy wzajemnie sprzezonymi wzgledem
dodatnio okreslonej macierzy A o wymiarach n X n, jezeli

dfAd; =0 dla  i,5=1,2,....r, i#j.

Uwaga

W ten sposéb zdefiniowane kierunki s3 liniowo niezalezne.



Kierunki sprzezone

Twierdzenie

Niech dana bedzie funkcja kwadratowa n zmiennych
1
Q) =c+bTa+ EwTAz

oraz niech x1 i 2 beda minimami funkcji Q(x) na pewnych dwéch dowolnych
réwnolegtych do siebie rozmaitosciach o wymiarach k& < n.

Q(z1) = min Q(x) Q(x2) = min Q(x).
xeXo

z€Xy

Wtedy kierunek o2 — 1 jest sprzezony wzgledem macierzy A z dowolnym kierunkiem
d réwnolegtym do danych rozmaitosci.

(a:g—ml)TAd dla d||X;.



Kierunki sprzezone

1

Rysunek: Graficzne przedstawienie twierdzenia dla funkcji kwadratowej dwéch zmiennych



Kierunki sprzezone

Twierdzenie

Niech s1, s2, ..., s, beda wektorami wzajemnie sprzezonymi wzgledem dodatnio
okreslonej macierzy A oraz niech dana bedzie funkcja kwadratowa n zmiennych

1
Q) =c+bTa+ EETAE.

Minimum formy Q(x) moze by¢ wyznaczne w skofcznej liczbie iteracji < n w wyniku
minimalizacji tej funkcji wzdtuz kazdego kierunku s; co najwyzej jeden raz.



Metoda Powell’a — wstep

Metoda Powell’a jest bezgradientowa metoda kierunkéw poprawy.

Metoda Powell’a mozna podzieli¢ na etapy. W kazdym z etapéw
m przeprowadzana jest n + 1-krotna minimalizacja funkcji celu w n kierunkach
poszukiwan s1,82,82,...,8n

min f(xi—1 + As;) = f(xi—1 + \*s;),
A;€R

B tworzony jest nowy kierunek poszukiwan x,1 — o, ktéry jest sprzezony z
kierunkiem wzdtuz, ktérego funkcja celu byta minimalizowana dwukrotnie w tym
etapie,

m jeden z kierunkéw bazy zostaje zastapiony nowym kierunkiem poszukiwan.



Dane wejsciowe:
() - punkt startowy

=10 gin

€

miny cp f(zg + Asn)
z==z9 + A*sp,

Podstaw 7 = 1

Metoda Powell’a — wstep

Podstaw s; = s;41

tak
—)(Czy i=mn+ 1?H Podstaw s; = = — z ‘
L

L nie

miny cg f(x + As;)

z ==z + A*s;

miny cg f(z + As;)
z ==z + A*s;

€
5 A >
(Czy @ jest optlmum.) tak

€ )
- - nie
(Czy x jest optnmum?)—

nie

tak

Rysunek

Minimum point

: Funkcja dwédch zmiennych



Metoda Powell'a —

X,

Y
X=X

X

Rysunek: Funkcja kwadratowa dwéch zmiennych



Metoda Powell'a — uwagi

Uwagi
Zbiezno$¢ metody Powell’a nie jest tak dobra przy praktycznym zastosowaniu jak
wynikatoby to z przedstawionej teorii. Powodéw tego jest kilka.

m Liczba etapéw wynosi maksymalnie n tylko dla funkcji bedacej forma kwadratowa,
natomiast w ogdlnym przypadku, algorytm potrzebuje wigcej etapéw.

m Zbiezno$¢ jest kwadratowa przy zatozeniu, ze znajdowane jest doktadne minimum
funkcji w danym kierunku. W rzeczywistosci jest to tylko punkt aproksymujacy
minimum, stad obliczne kierunki nie sg kierunkami wzajemnie sprzezonymi i
dlatego metoda wymaga wiekszej liczby iteracji.

m Prosta metoda Powell’a opisana wyzej moze nie znalezé minimum gdyz w trakcie
obliczen kierunki poszukiwan s; moga by¢ od siebie liniowo zalezne.



Metoda sympleksu Neldera—Meada — wstep

Defininicja

Sympleksem n-wymiarowym nazywamy wielo$cian rozpiety na n + 1 wierzchotkach,

tzn.
n+1
T = E Qi T;,
i=1
gdzie

n+1

E a; =1, i a; 20.
g=I



Metoda sympleksu Neldera—Meada — wstep

Metoda polega na poréwnywaniu wartosci funkcji celu f(x) w n + 1 wierzchotkach
sympleksu i iteracyjnemu poruszaniu sympleksu w kierunku optimum oraz zmianie jego

wielkosci.

Przemieszczenie i zmiama wymiaréw sympleksu nastepuje w wyniku trzech operacji:
m odbicia,
m eksapnsji,

m kontrakgji.



Metoda sympleksu Neldera—Meada — wstep

Oznaczenia

m punkt bedacy wierzchotkiem sympleksu, w ktérym funkcja celu osiaga
maksymalng warto$¢ oznaczamy xj, czyli

fn=max f(x;),

i=1,...,n+1

m punkt bedacy wierzchotkiem sympleksu, w ktérym funkcja celu osigga minimalna
warto$¢ oznaczamy x;, czyli

fi= max 1f($i),

1=1,...,n

m punkt bedacy srodkiem n wierzchotkowych punktéw sympleksu poza punktem xj,
oznaczamy xg, czyli



Metoda sympleksu Neldera—Meada — wstep

Operacja odbicia

Operacja odbicia polega na usunieciu wierzchotka sympleksu x;, i zastapieniu go
wierzchotkiem @, ktéry jest potozony na linii faczcej punkty xg i ;. Matematycznie
operacje te zapisujemy:

zr = xo + a(xo — zp) = (1 + @)xo — axp,
gdzie a > 0 nazywamy wspétczynnikiem odbicia.

Wartos¢ funkgeji celu w tym punkcie oznaczmy fr = f(xr)

X3=X,

Xg =Xy

X X

Rysunek: Operacja odbicia



o
(O
+
[
=
|
T
e
9]
(]
T
[
—
(]
e
(<)
=
3
(9]
X
a0
o
S
>
0
9]
o
O
+
(]
p=

X

Rysunek: Przemieszczanie sie sympleksu w wyniku operacji odbicia



Metoda sympleksu Neldera—Meada — wstep

> X1

Rysunek: Przyktad rozbieznosci algorytmu Neldera—Meada przy zastosowaniu tylko operacji odbicia



Metoda sympleksu Neldera—Meada — wstep

Operacja ekspansji

Operacja ekspansji polega powiekszeniu sympleksu poprzez przesuniecie jego
wierzchotka x,.. Matematycznie operacje te zapisujemy:

Te = xo + (Tr — w0) = YT + (1 — 7)o,
gdzie v > 1 nazywamy wspdtczynnikiem ekspansji.

Wartos¢ funkgeji celu w tym punkcie oznaczmy fe = f(ze)



Metoda sympleksu Neldera—Meada — wstep

Operacja kontrakgcji

Operacja kontrakgcji polega pomniejszeniu sympleksu poprzez przesuniecie jego
wierzchotka xj. Matematycznie operacje te zapisujemy:

@ = w0 + B(zn — o) = Pzn + (1 — B0,
gdzie 0 < B < 1 nazywamy wspédtczynnikiem kontrakcji.

Warto$¢ funkgji celu w tym punkcie oznaczmy fe = f(z.)



Metoda sympleksu Neldera—Meada

Przebieg algorytmu

Algorytm Neldera-Meada w kazdym eatapie ma nastepujacy:
wyznacz nowe indeksy [, h i oblicz xg,
wykonaj operacje odbicia (oblicz ., fr),
jezeli fr < f; to wykonaj operacje ekspansji (oblicz ¢, fe),

m jezeli fo < fi to podstaw x, := x. i rozpocznij nowy etap algorytmu,
m jezeli fo > fi to podstaw x, := @, i rozpocznij nowy etap algorytmu,

jezeli istnieje t = 1,2...,n+ 1 oraz ¢ # h takie, ze fr < f; to podstaw x}, := @,
i rozpocznij nowy etap algorytmu

jezeli fr > fidlai=1,2...,n+1, ¢ # h oraz fr < fp to podstaw xj := z,
@ wykonaj operacje kontrakcji (oblicz x¢, fc),
jezeli fo < fp to podstaw xj := x. i rozpocznij nowy etap algorytmu,

A jezeli fo > fr to wykonaj redukcje catego sympleksu wedtug wzoru
By = %(wl + x;), a nastepnie rozpocznij nowy etap algorytmu.



Kierunki poprawy

Przez kierunek poprawy s w punkcie £ mozemy rozumiec taki kierunek poszukiwan, ze
w otoczeniu punktu x funkcja celu f maleje w kierunku s, tzn.

3V fatis) < fa)

§>00<t<d

Twierdzenie

Jedli funkcja f : R™ — R jest ciggta i rézniczkowalna to wektor s # O jest kierunkiem
poprawy w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy

VT (x)s < 0.



Kierunki poprawy

Dowéd
Wezmy funkcje postaci
9(t) = f(z +1s).
Zauwazmy, ze nieréwnos¢ f(x + ts) < f(x) zachodzi dla pewnego t > 0, gdy
g(t) < g(0). Pochodna tej funkgji g réwna sie
dg(t) N Of(x + td)
de a Z 8% 5t

i=1

a w punkcie t =0

dg(®)

N U@ Gt
| =2 ae i = Y@

ox;
i=1

Funkcja jednej zmiennej (ciagta i rézniczkowalna) jest malejaca w dowolnym punkcie,
gdy jej pochodna jest mniejsza od zera. Zatem

VT (@) = WY




Kierunki poprawy

Whiosek z dowodu twierdzenia

Poruszajac sie z punktu @ w kierunku —V f(x) warto$¢ funkgji celu zmniejsza sie o
nawieksza warto$¢ (kierunek najwiekszego spadku).

Wezmy dowolny wektor o dtugosci 1, czyli ||s|| = 1 wyrazenie V£T (x)s jest iloczynem
skalarnym dwoéch wektoréw, czyli

Vit (@)s = ||V (@)]| |15l cos 0 = || VT (@)]| cos,

gdzie 6 to kat pomiedzy V f(x) i s. Wyrazenie to osiaga najmniejsza wartos¢, gdy kat
6 = . Zatem wektor s jest réwnolegty do wektora gradientu i przeciwnie skierowany

V()

g =——""7

IV f (@)l



Metoda najwiekszego spadku — algorytm

Metoda najwiekszego spadku polega na obiearaniu w kolejnych iteracjach za kierunek
poszukiwan wektora —V f(x). Jest to wiec gradientow metoda kierunkéw poprawy.
Algorytm

Rozpocznij w wybranym punkcie startowym x; oraz podstaw ¢ = 1.
Oblicz Vf; = Vf(x;).

Znajdz optymalna warto$¢ kroku A\ oraz
Tiy1 =x; — N\ Vi,

Sprawdz czy x;41 jest punktem optymalnym. Jedli tak, to zakoncz algorytm, w
przeciwnym przypadku kontynuuj.

Podstaw ¢ = 7 + 1 i przejdz do kroku (2).



Metoda najwiekszego spadku — uwagi

Uwagi

m kierunek nawiekszego spadku/wzrostu jest wtasnoscia lokalng, a nie globalng (jest
rézny sie w réznych punktach nawet jesli jeden z tych punktéw lezy w linii
najwiekszego spadku/wzrostu drugiego,

m podczas przebiegu algorytmu kierunki poszukiwan maja " zygzakowaty” charakter,

m trudno$é¢ w doktadnym okresleniu kierunku nawigkszego spadku/wzrosu w
miejscach gdzie funkcja celu ma charakter "waskiej doliny” .



Metoda Fletchera-Reevsa — wstep

Metoda Fletchera-Reevsa rézni sie od metody najwiekszego spadku tym, ze kazdy
kolejny kierunek poszukiwan obliczany jest nastepujaco

s; = =V f(x;) + Bisi—1.

Wspétczynniki 3; sa dobierane w ten sposéb, aby przy minimalizacji funkcji
kwadratowej

1
Q) =c+bTa+ 5wTAx,
kolejne kierunki poszukiwan byty wzajemnie sprzezone wzgledem dodatnio okreslonej

macierzy A.
Prowadzi to do nastepujacego wzoru

5 V@IV
L VST (@io1) V(1)




Metoda Fletchera-Reevsa

Przebieg algorytmu

Algorytm Fletchera-Reevsa ma nastepujacy przebieg:

rozpocznij w wybranym punkcie startowym 1,
podstaw kierunek s1 = —V f(z1) = =V f1,
podstaw ¢ : =17+ 1,

oblicz x; takie, ze
f(xi) = fi = min f(x;—1 + Asi—1),
AER

sprawdz warunki konca dziatania algorytmu. Jezeli s3 spetnione to zakoncz
dziatanie podstawiajac z* = x;, f(z*) = f(x;). W przeciwnym przypadku
przejdz do natepnego punktu,

oblicz nowy kierunek poszukiwan wedtug wzoru

VT () VS ()

si = =V f(z;) + VI @)V f(@ 1)

Si—1

i przejdz do punktu (3).



Metoda Fletchera-Reevsa

Uwagi

m Algorytm Fletchera-Reevsa teoretycznie po n krokach powinien osiagnaé punkt
optymalny, funkcja celu jest funkcja kwadratowa. Zatem jest to algotytm
kwadratowo zbiezny podobnie jak metoda Powell’a.

m W praktyce podczas przebiegu algorytm potrzebuje wiecej iteracji do osiagniecia
optimum, szczegdlnie, gdy macierz A jest zle uwarunkowana. Wynika to z
kumulacji btedéw podczas obliczen kolejnych kierunkéw poszukiwan. Sa one
obliczane na podstawie gradientu funkcji w punktach, ktére powinny byé
minimum funkcji w poprzednim kierunku, a w praktycznych obliczeniach jest to
niemozliwe.



Metoda Newtona — wstep

Metoda Newtona polega na aproksymacji funkcji celu w otoczeniu punktu x; forma
kwadratowa postaci

Q@) = fi + VfE (@ - 2) + 5 (@ - 2)THio - 22)

gdzie x; jest przyblizeniem punktu optymalnego w i-tej iteracji, f; = f(x;),
Vfi = Vf(x;) oraz H; to hesjan funkcji f w punkcie x = x;.

Forma kwadratowa ma minimum, gdy

99 _ 5 dia j=1,2,...,n.
Ox;

Zatem
VQ(x) =Vf+H;(x—z;) =0.

Z tego réwnania mozna wyznaczy¢ punkt stacjonarny formy kwadratowej gdy macierz
H; jest nieosobliwa
z=x;, —H, 'Vf;.



Metoda Newtona

W metodzie Newtona w kolejnych iteracjach poczynajac od punktu startowego x;
oblicza sie punkty przyblizajace szukane minimum wedtug wzoru

Tij41 = T — H:lv‘fl
Funkcja celu f moze nie by¢ funkcja kwadratowa dlatego metoda Newtona moze
zawodzi¢, tzn. by¢ rozbiezna lub zbiezna do punktu siodtowego lub maksimum. W celu
unikniecia tego problemu kolejne punkty przyblizajace optimum oblicza sie nastepujaco

Tit1 = T3 — /\fH;1Vf,

gdzie A} dtugoscia kroku minimalizujaca funkcje celu w kierunku —H;1Vf,-.



Metoda Newtona

Uwagi
Metoda Newtona
m znajduje minimum funkcji kwadratowej w jednym kroku,
B wymaga magazynowania w pamieci komputera macierzy H; wymiaru n X n,

B wymaga trudnych, czasochtonnych lub niemozliwych obliczen elementéw
macierzy H;,

® wymaga obliczenia odwrotnosci hesjanu,
® wymaga obliczenia wektora H;1Vfi.

Ostatnie cztery cechy tej metody sprawiaja, ze jest ona niepraktyczna.



Metoda Davidona-Fletchera-Powella — wstep

Metoda Davidona-Fletchera-Powella polega na wyznaczaniu kolejnych przyblizen
punktu, w ktérym funkcja celu osiaga minimum wedtug wzoru

Tir1 = x; — A\ B;V f(x),

gdzie A\ dtugoscia kroku minimalizujaca funkcje celu w kierunku —B;V f;, natomiast
B; aproksymuje odwrotno$é hesjanu —H;l w punkcie ¢ = x;.



Metoda Davidona-Fletchera-Powella — wstep

W metodzie tej w kazdym kolejnym kroku macierz B jest aktualizowana
Bir1 =B; + ABy,

sis] _ (Bigi)(Big:)"

S;ng g;‘TBigi

9i = Vf(wiy1) — V(xi)

AB; = \*



Metoda Davidona-Fletchera-Powella — wstep

Algorytm

Rozpocznij w wybranym punkcie startowym x1 oraz z dodatnio okreslona
macierza aproksymujaca odwrotnos$¢ hesjanu funkcji f (B1 =1I), podstaw ¢ = 1.
Oblicz Vfl = Vf(w,) oraz s; = —B1Vfl

Znajdz optymalna warto$¢ kroku A\ oraz

(o]

¢
Tip1 = x; + Ajsi,

Sprawdz czy x;41 jest punktem optymalnym. Jedli tak, to zakoncz algorytm, w
przeciwnym przypadku kontynuuj.

>}

Aktualizuj macierz
Bit+1 =B; + AB;.

@ Podstaw ¢ = ¢ + 1 i przejdz do kroku (2).



Metoda Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno — wstep

Zasada dziatania metody BFGS jest taka sama jak metody DFP. Réznica polega na
innej postaci macierzy aktualizujacej macierz aproksymujaca hesjan.

)

AB. — <1+ Q?Bigi> d;df diglB; _ Big;d;
5=

d;'rgi d;'rgi d;'rgi d;ng
gdzie

di =iy —x; = A} s,

9i = Vfit1 — Vi = Vf(xit1) — V().
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