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Odksztatcenie objetosciowe i postaciowe:

Odksztatcenie objetosciowe :

1. Objetos¢ elementu — przed odksztatceniem:

A3
A V =dxdydz
2. Objetos¢ elementu — po odksztatceniu:
YT A |
A e dz(1+z,) V'=(1+¢ )(1+&)(1+&; )dxdydz
i i i dz
i i i 5 3. Wzgledna zmiana objetosci elementu:
| A >
L dy 1/dx V'—V
O=——=(1+¢)(1+&)(1+&)-1
. dy(i*e) dx(1+e,) V

(nieskonczenie mata kostka materialna)

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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O=1+g +& +& +88 +6E &8 +8685& ]
Pomijajgc mate wyzszego rzedu otrzymujemy, w kierunkach gtéwnych:
W kierunkach normalnych, dowolnych: O=¢ +& +&
O=¢, +¢, +¢,
Odksztatcenie srednie: g, + £, +e,

Egy = ; > 0O=3¢,

W ogdlnym przypadku stan odksztatcenia jest okreslony przez 6 niezaleznych
sktadowych tensora odksztatcenia:

Ex 1€y €, - odksztacenie wzgledne
Yy VyzVx - Kat odksztacenia postciowego

(zmiana katow pomiedzy krawedziami elementéw)

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Zmiana postaci, to zmiana kata pomiedzy krawedziami
odksztatcenia postaciowego:
Wprowadzamy: Ly Ty
E, =&, +&g,—¢ B |
X sr ( X Sf) yXy I
£, =& +(€y — &, |
|
g,=¢,+(&,—¢,) dy | Tyx
|
|
|

dx

Ogolny ksztatt odksztatcenia mozemy roztozy¢ na dwa naktadajace sie na siebie
stany: (1) stan czysto objetosciowy i (2) stan postaciowy

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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(1) Stan objetosciowy, poniewaz:
E, +eE, &
W =3¢ =32X Y ~2_¢@
3
AZ . .
Poniewaz pozostate sktadowe stanu
odksztatcenia y, .y, .7,
wptywajg jedynie na zmiane postaci
) I (zmiana kata nachylenia pomiedzy
s - i krawedziami) odksztatcenie wiec jest
— f__: _______ T czysto postaciowe
;f“ T i ! W tym przypadku tensor odksztatcenia
IN, I : | | ma postac: ~ _
=2 B L] y e, O
Ay 4 > 1) _ o
L, _________ 17 XCUQ T =T.= 0 g
N
N 0 0 ¢
.\.
dy(1+e,) O j

Jest to tzw. kulisty wektor odksztatcenia, gdzie
E =&, =&, =& (kula w przestrzeni)

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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(2) Stan postaciowy, poniewaz

W tym przypadku tensor odksztatcenia

ma postac:
i 1 1
Ex ~ & nyy nyz
2 A~ | 1 1
Dg _Dg_ Eyyx gy_gsr Eyyz
2 1 1
SOt >y I Eyzx Eyzy &, &

Jest to tzw. dewiator odksztatcenia, stad

T.=T.+D,

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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ODKSZTALCENIE

ODKSZTAtCENIE
POSTACIOWE

ODKSZTALCENIE
OBJETOSCIOWE

dz(1+z,)

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen”

dr hab. inz. Piotr PACZOS



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Odksztatcenie OBJETOSCIOWE:

- 1
e % b =%

dv %-G{V

< - pra—Pp

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Odksztatcenie POSTACIOWE:

A

1+v

Voy =27 Ty

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen”

dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Odksztatcenie ptaskie — czysto postaciowe:

&, =0

V4

y
1 Przyrost objetosci elementu wynosi:
F Yy X

V'-Vv
O=——=AV
V

1| l+e,

AV=(1+¢)(1+& )(1+&)-1

Podstawiajgc: &,=0 oraz ¢, =—¢,
otrzymujemy:

(1-&,)(1+5,)=1 Wb —& +5,—5.5, =0

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Pomijajac iloczyny (mate wyzszego rzedu) uzyskujemy:

Ey=6,=&
Z trojkata N'OP’ otrzymujemy:

tg Ty :1—8X:1—8
4 2 1+gy 1+¢

Z zaleznosci trygonometrycznych wynika:

T /4 Y
tg——tg= 1—-tg*=

4 2 T,V Y
l+tg—tg~— 1+tg*—

94 92 92

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Poniewaz ¥ jest matym katem to mozemy zastgpic: th _7
2

Mamy wowczas:

T -7
{342
1+7

2 7

- _ L

t- 2 y=2¢&
1+¢ 1.7
2

Kat odksztatcenia postaciowego:

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Zwigzki pomiedzy naprezeniami o odksztatceniami:

Wzajemne zaleznosci pomiedzy sktadowymi stanu naprezenia i odksztatcenia:
(zwigzki FIZYCZNE)

3 3 3 3
(O3 SF
|
| (o8 | (o | |
[T A o = - o [ o+ |
- - = | - — I
| | | |
G;‘f{————— L2 0;3{————— L2 //' ————— L y? //' ————— L2
/ 5 /7 / / .
1 634, 1 1 1 cﬁ

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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<1 O |

E poprzeczne
V o —
| .
oF E odluzne
A I p

¥ .

Dla ogdlnego przypadku odksztatcenie dla o,

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Dla ogdlnego przypadku odksztatcenie dla o,
3 Ts 3 3
|
| (op | Oy 1 |
- T - — T p , T o, T
“ 4> = : + 45+ :
| | | |
Gﬁ(————— 2 G;B{————— 2 //' ————— L2 //' ————— 2
1 7/ Ga* 1 /7 1 7/ 1 7 Ga*
01 o O3

Pierwszy zwigzek fizyczny dla stanu tréjosiowego

gl=ﬂ—v2—vﬁ, €1=£[01—V(02+03)_’ Uogodlnione

E E E E T e——1 95
o o o R :l[g (4 0)] Prawo Hooke’a
2 E E E ) 2 E 2 1 3/

O3 01 0 _1 1
R B s=los-vioi+o)

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Takie same zaleznosci zachodza réwniez w trzech dowolnych, ale wzajemnie
prostopadtych kierunkach x, y, z.

Ey :é_ax —v(ay +0, )_,

‘1 gy:é:ay—v(ax+az):,

3‘(\\ 8Z=é:az—v(ax+o—y):,
Wi

Odksztatcenie wyrazone za pomocg naprezen !!!

O=¢,+¢,+¢,

Rozwigzujgc powyzszy ukfad rodwnan, ze wzgledu na naprezenia otrzymujemy

Uogdlnione Prawo Hooke’a dla naprezen gtownych

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Rozwigzujgc powyzszy uktad rownan, ze wzgledu na naprezenia otrzymujemy:

"x=m_5x+1_zv®}
®:‘9X+gy+gz o zi_g + Y ®_
Y odev Y 1-2v |
o, :i &, + o |,
1+v| —-2v |
o, = E _(l—v)g +V(8 +e >_,
T (1+v)(1-2v)tb ” ¥l
E — _
oy, = ) (=2 (1-v)ey+v(ec+e,)|,
o, = E _(1—v)gz+v(gx+gy)_,

© (L+v)(1-2v)t -

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Dla ptaskiego stanu naprezenia: o, =0, ale g, #0 !!!

E o=t vm)
O-le—vz |:6‘X+V8yi|, .
: ——| =1 w]
ay:l 2[5y+v(9x],
—v £, =——|:VO'X+VO'y:|,
Dla ptaskiego stanu odksztatcenia: ¢, =0, ale o, #0 !!!
1 o, = E [(1—1/)5)( +ve ]
&, :E[O'X —vay], (1+v)(1-2v) '
1 o, = E [(l—v)g +V8X],
gy =E|:Gy —VGX:', Y (1+v)(1-2v) y
E
o, = () (1-2v) [vgx +vgy],

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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o, =0,
Rozwazmy przypadek czystego scinania: 0y =0,
o, =0,
1 _1+v
Ey —E[GX —VGy:| = ?U
1 1+v
gy =—| 0Oy —VGX:| =——0
E E ..
. -0 Mamy w tym przypadku do czynienia z czystym

: odksztatceniem postaciowym, nastepuje zmiana
dtugosci krawedzi, ale nie objetosci.

y=2&

O=¢, + £,+&, -zmiana objgtosc

7/=§(1+V)G

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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W przypadku czystego Scinania w przekrojach nachylonych do kierunkow
gtdwnych pod katem 45° naprezenia styczne (Scinajace) sg rowne co do
wartosci bezwzglednej naprezeniem gtéwnym.

o=t dla azz
4

7/=§(1+V)T

Wprowadzamy wielkos¢ (modut odksztatcenia postaciowego): |G=

/W

Modut Scinania

E — modutf Younga (modut sprezystosci podtuznej)

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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r
y=— lub 7=9G
G
y Tyy W tréjwymiarowym stanie naprezenia mamy:
Fr—=
— | -
YXy | Z-xy _ yxyG/
|
| I —
| I Ty, = 7/yzGr
dy I T
I I & T2 = 7/sz'
| I
| : ..
: | Dla ptaskiego stanu naprezenia mamy:
I X
>
dx
E
O, = 1_V2 |:8X +V5y],
E
o, = g, +ve, |,
=]
Ty = 7xyG’

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Dodajemy stronami rédwnanie opisujgce trojwymiarowy stan naprezenia:

E | ary G+O‘+G_E £ +e, +e,+3——0O
szm_gx+1_zv®_’ I L R [y 1,
E v skad, £
= ®
T 1+V_gy+1_2v®_’ 0X+c7y+c72:1 5 ® >§:85’
d, = E _g 1 4 ®} Y
TR (Y Po podzieleniu przez 3 obydwu stron rownania otrzymujemy:
v v E E
O 31— 12
Wprowadzamy: £ ( - V) — <V
K= —
3(1-2v)

— |0, =KO

Modut scisliwosci (modut odksztatcenia objetosciowego)

Ponizszy wzor okredla, tzw. prawo zmiany objetosci. Wedtug tego prawa naprezenie srednie jest wprost
proporcjonalne do odksztatcenia sredniego lub do odksztatcenia objetosciowego.
UWAGA - za zniszczenie materiatu odpowiada odksztatcenie postaciowe (NIE OBJETOSCIOWE)

Hipoteza HUBERA

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Materiaty pomocnicze do wyktadu z Wytrzymatosci Materiatdw.
Wersja elektroniczna, http://www.okno.pg.gda.pl.

e interpretacja skiadowych odksztaicen

e interpretacja &,

- odksztatcenie jednostkowe
krawedzi AB

. ﬂ'i‘ {1&'
|
T o
} |
1 I
i |
| |
E |
A ' 2l
Uy 4
def 4'B'— AB
4B
o
u, +—=dx—u_
B * O,
dx ox

e interpretacja ¢,

- odksztatcenie jednostkowe
krawedzi AC

+E Y

LW AC-AC
y AC

ol
u,+—=dy-u,

]

—_— * —_— .}I

- dy oy

e interpretacja y_=2¢

- kat odksztatcenia postaciowego
(spaczenie), zmiana kata
miedzy sciankami

/ N
! /
/ /
/ /
-f —
/ S! A _g;l dr

Vo=EntEL= 2 £y

5'uy i ou dv
— a‘x 1 _|— @? } _ az Fx + 6? f‘ll
dx dy oy  Ox

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen”

dr hab. inz. Piotr PACZOS
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interpretacja skiadowych odksztalcen przestrzennych

e rozciagniecia

dX.dX = (dS)?

x1=X,

¢ energetyczne sprzezenie tensoréw odksztatcen i naprezen poprzez prace
gesto$¢ pracy wewnelrznej =+ 6" = T0,E5

&=L, +u ., ) =L(0u, [0x; +u, [0x,), i,j=1.2,3.

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Uogodlnione prawo Hooke'a 63 o,

stan przestrzenny 3D

2
"
postac skalarna | odwrotna:
g = ! (o —v(c +0))) o= £ [(I-v)e +v(e +&.)]
et T (+v)(1-2v) v
(0, ~ (e, +0.)  [(1-1)s, 4 V(e 2]
s, =—(o,—v(o,+0.)), o= —v)s, +v(s +e.
TE T o T (1+v)(1-2v) :
E

6= (0.~ (0, +5,). (=) +v(6.+8,)]

o=
T (+v)(1-2v)

_fw _ T

V= z'xy=G}/xy, t =Gy _, Tny}’yz-

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Uogolnione prawo Hooke'a

PSO

postac skalarna

£.=0 (zatozenie),

£_=L[(1— v)o —vo, ],

T 2G
.
£J,=E[(l—v)ay—vax],
T:«}‘=Gy.r_1-"
postac macierzowa ¢ = E'e
5;\-. =y =v 0 O'x.
g, (=—| VvI1-v0|o,.,

Y 0 0 2|7

xy

Oy

557 < nieskonczenie dtuga
ox konstrukcja w kierunku z
/
: gZ:}/ZX:}/Zy:O
| odwrotna:
2G
O'7=V(Gr+0'y)=_ V(er-l—.ev),
2G
o.= I-v)e +ve ],
= lme e,
2G
o =——-I[(l-v)e_ +ve_ |,
by 1_21/[( ) ) 3]
T
Yy
/,1(_1.‘ G ]
i odwrotna & =t ¢:
o . I-v v 0 &,
) A
o = v 1-v 0 g,
? 1-2v 1 :
T, 0 0 -(1-=2v) Y

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen”

dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Uogodlnione prawo Hooke'a

PSN 1” ,, tarczaw plaszczyznie x—y
L crz=z'zx=z'zy—0
postac skalarna ’ | odwrotna:
8_,=—V(8x+8},)=—%(0'x+ c,), = c.=0 (zatozenie),
1
gx=f(0'x—v0'_v), .= ) (e, +ve)),
' E
gyzf(ay—vax), o= T (&,TVve,),
T,
Vo= G ' Try:G}/ X
posta¢ macierzowa ¢ =F'6 i odwrotna 6 = ¢:
&, 1= 0 o, o ILv 0 g,
g, 1= l —v 1 0 o, (s o, = _?3 vl O g,
Vv 0 0 2(+v) ||z, T, 0031-v) |7y

Wyktad VI: ,,Analiza stanu odksztatcen” dr hab. inz. Piotr PACZOS



skurcz
221.546
poprzeczny ety
184.638
166.184
147.738
129.276
118.822
92.368
73.914
55.468
37.886
18.552
.97818E-01
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