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Analiza stanu naprezenia
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Stan naprezen w otoczeniu punktu materialnego
jest opisany za pomocga 9 sktadowych
tensora naprezenia

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen”

dr hab. inz. Piotr PACZOS
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TENSOR: ,urzadzenie” do pomiaru naprezen i odksztatcen

Definicja tensora Il rzedu
Tensorem (drugiego rzedu ) nazywamy macierz kwadratowq (32 wspotrzednych),

ktdrej wspdfrzedne przy obrocie uktadu wspdfrzednych transformujq sie zgodnie
z prawem (zwanym prawem transformacji tensorowej):

tij = &ty
Gdzie a;, a; sq dostawami kierunkowymi osi (kosinusami katow migedzy osiami

i-k, j-1, czyli wspotrzednymi wersordw osi w uktadzie wspoétrzednych). Sg elementami
macierzy przejscia ze ,,starego” uktadu wspotrzednych do nowego.

Tensory sg niezalezne od uktadu wspétrzednych, dlatego przeksztatcanie na nie nie
wptywa, ale skfadowe tensordow przeksztatfcajg sie wraz z uktadem wspdfrzednych.

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Tensor NAPREZENIA:

Uktad sit dziatajgcych na sciankach elementu Oy Txy Txz
musi spetnia¢ warunki elementu _T =
Uij =l = TyX Gy TyZ
6 sktadowych — naprezenia Scinajace | fx Ty Oz

3 sktadowe — naprezen gtdwnych (naprezen normalnych)

Z warunku réwnowagi momentéw wynika symetria tensora (macierzy) naprezenia,
a wiec jego sktadowych stycznych

Z M, =0: (ryzdxdz)dy —(rzydydx)dz =0
dx-dy-dz =dV

Podobnie z rdwnan:

ZMV' =0—> 1, =7,

ZMZ' =0—> 7,y =7

Moment SItY
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Wynika z tego, ze stan naprezen w otoczeniu punktu materialnego jest opisany
za pomocg 6 niezaleznych sktadowych stanu naprezenia:

o,,0,,0, -Naprezenia normalne

y ]
Twy Tyzr Tzx - Naprezenia styczne (scinajace)

Jezeli wszystkie 6 sktadowych jest rézne od zera, to méwimy o ogdlnym stanie
tréjosiowym naprezenia — OGOLNY TROJOSIOWY STAN NAPREZENIA

Wyktad V: ,, Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Jezeli o, #0,0, #0,7,, =7, #0

to méwimy o ptaskim stanie lub dwuosiowym stanie naprezenia
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Jednoosiowy STAN NAPREZENIA

Jezeli o, =0 #0 pozostate sktadowe tensora naprezenia = 0
to mowimy o jednoosiowym stanie naprezenia

o, 00
o; =T, =0 0 0
Typowym przypadkiem jednoosiowego stanu 1 0 0 0]
naprezenia jest rozcigganie preta sitami osiowymi
P EA | P

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA
N
P o EA P
DL I N N
P
P=c-A>oc=—
A o
<_
Pl - X
“EA
Rzutujemy wszystkie sity na oS "x”: A A
oA ~0 COS &t
o-A+p A,

A
p,=0—=0C0Sa stad
P, =0CO0Scx
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p, =0 COSc :

Naprezenie p , rozktadamy na kierunek normalny i styczny:

Sktadowa normalna i sktadowa styczna:

o, = 000" &

. 1 .
T, =0SINaCOSe = Easm 2c
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WNIOSKI:
Dla =0 O, =0 = Omax 7, =0

W przekrojach poprzecznych preta naprezenia normalne
0siggajg wartosc najwiekszg, a naprezenia tngce sg rowne 0

Dla ot=77/2 (90°) 0y =0 =0 Tg =7 =0
0(—2 a_z
1 1
Dla o(=7'|'/4 (450) c,=0 ,=—0 T, =T ., =—=0=Tax
a:Z 2 a:Z 2

Naprezenia scinajgce osiggajg wartosci ekstremalne
pod katem ox=45°
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o+7/2

Wyznaczanie naprezen normalnych n,
i stycznych w dowolnym przekroju
rozcigganego preta

T
a+—

_ 2 T 2
O = 0 COS OH_E =oSIN" o
2

r =£asin2(a+£j:lasin(2a+7z)=—l08in20£
aty 2 2) 2 2
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Naprezenia scinajgce w przekrojach wzajemnie prostopadtych sg sobie rowne co
do wartosci bezwzglednej, lecz majg znaki przeciwne
(naprezenia rozciggajace ,,+”, naprezenia Sciskajace ,,-”)

\;l-’l? v\—T

ZNAK naprezenia scinajgcego ma charakter umowny !!!
Naprezenia normalne sg dodatnie — skierowane zwrotem od przekroju
i ujemne skierowane do przekroju.
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Dwuwymiarowy STAN NAPREZENIA

Dwuwymiarowy stan naprezenia wystepuje:
W tarczach, Samolotach (poszyciach samolotéw), Zbiornikach
cienkosciennych, Kadtubach statkow, Rurach cienkosciennych

)7
A

Wydzielamy element ptaski OBC i rozpatrujemy
jego statyke (grubosc elementu jest jednostkowa
albo mata w odrdznieniu od pozostatych elementow)
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Acosgp

C\
1. Rzutujemy sity dziatajace na element
OBC na kierunek normalny ,n”

GX
o,A-[o,Acosp]cosp—| o Asing |sing+ ‘__$
T

+[rxyAc03(p]sin(p+[ryxAsin go]COS(p =0 Y

2 i 2 ; 0/ '
o, =0,C05" p+o,sin’ p+1, 5N 20 _ Tyx vO
Asingp y t

2. Rzutujemy sity na kierunek ,t”

z,A-[oAcosp]sin (p+[ayAsin go] COS(D—[Z‘XyACOS(D] c05¢+[ryXAsin go]sin 0=0
\ Oy =0y .
T, = Tsm 20+ 7y, COS 20
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z,A—[o,Acosp|sing+ [ay Asin go] COSgo—[TXyAcos go] COS @+ [ryx Asin go]sin »=0
Po pogrupowaniu wyrazow podobnych, otrzymujemy
7, = (—ax -0, )sin PCOS P+, (0032 @ —sin® (p)

1 2 : 1-cos?2 :
ZTC0520  6in2p =222 (052=c0s?p—sin? ¢

!

Podstawiajgc: | cos? ¢ =

Oy t0Oy Oy —0Oy _
o, = + COS2¢ —1,, SIN 2¢
2 2
Oy —Oy .
7, :Tsm 2¢ + 7, COS 2¢
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Szukamy ekstremum naprezenia normalnego:
dG(p : . .
——=0 —>ekstremum o (znikanie | pochodnej)
do
do, Oy =0y .
—— = —2——=sIn2¢—27,,€052¢ =0/ : 2C0s 2¢
do 2
22'Xy
Réwnanie TRYGONOMOETRYCZNE 92 =———
Oy — Oy

Najwiekszy dodatni pierwiastek tego réwnania oznaczamy ¢ i wowczas

kat ¢ spetniajacy to rownanie ma postac: T
p=@,t n; dla n=1,2,3,...

Nastepnym rozwigzaniem jest kat ¢ powiekszony o 71/2 lub pomniejszony
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@ =@y

Mamy dwa argumenty rozwigzania: ju
P=@Py +—

)
Ptaszczyzny, w ktérych naprezenia osiggajg wartosci maksymalne sg do siebie
wzajemnie prostopadte.

UWAGA !!!
Poniewaz wyrazenie odpowiadajgce pochodnej naprezenia normalnego wzgledem ¢

jest identyczne z wyrazeniem okreslajgcym naprezenia scinajgce, to z warunku
ekstremum wynika, ze ptaszczyzna, w ktdrych naprezenia normalne osiggajg ekstremum

naprezenia scinajgce sg rowne zeru.

Co to sg naprezenia gtowne ?

Jak wyliczy¢ wartos¢ naprezen gtéwnych ?
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1 : tg2¢
Podstawiajac: COS2¢p = = , sin2p = 20
\/1+tg 20 \/1+tg 20,
Otrzymujemy:
2 2
o,+0 c,— 0O o, +0 o,—0O

Glzgmax:%"' (%j +T§yl GZZGmin:%_ ( X2 yJ +T)3y

NAPREZENIA GtOWNE to takie naprezenia normalne, ktére osiaggaja wartosci ekstremalne

2
o, +0 O, — 0O
_ __X y X y 2
01,2 - O-max,min - ’) T ’) + Txy
. e 2T,
Naprezenia gtéwne, dziatajag tg2¢, = v
w kierunkach gtéwnych, w ktérych o, — 0,

naprezenia scinajgce sg rowne zero
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1 1 :
o, = E(Gx +O'y)+E(GX —Gy)COS 20— 17, SIN 2¢
1 :
T, = —(GX — 0y )Sln 2¢+17,, COS2¢

Graficzna Interpretacja — Koto MOHRA

Zaktadamy, ze naprezenia o, i 0, przyjmujg wartosci gtdwne:

Gx = Gl = Gmax
0, =0, =0y, ¢ Naprezenia glowne
Ty =0 ) -
@
o,= >
oznaczamy odpowiednio T
T, =T 4

\ 4
:i(gx +Jy)+%<(7x -0, )cos 2
— %(ax —Gy)Sin 2¢

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen”

dr hab. inz. Piotr PACZOS



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Pierwszy sktadnik w rownaniu na naprezenia normalne przenosimy na strone
lewa nastepnie obydwa réwnania podnosimy do kwadratu i stronami dodajemy:

1 2 1 2
G—E(Gl-l-dz) +7° = 5(61—02)

1
Réwnanie to reprezentuje okrag we wspétrzednych (o,7) o promieniu: r 25(0'1 ~0,)

1

i Srodku potozonym: o, :5(0'1 +0,)

KOtO MOHRA

Christian Otto Mohr (ur. 1835, zm. 1918) — niemiecki inzynier, wynalazca metody graficznego
obliczania wytrzymatosci konstrukcji. Stworzyt on jedng z podstawowych hipotez
wytrzymatosciowych, pierwszy podat réwnanie odksztatconej osi belki zginanej. Zajmowat sie
zagadnieniem belek ciggtych, ustalajgc dla ich obliczania rdwnanie trzech momentow i
podajgc jego wykreslne rozwigzanie. Opracowat graficzne przedstawienie naprezen w danym
punkcie — wykres ten nosi nazwe kota Mohra.

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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(1) Element jest obcigzony o, :%(0'1 +0, ) uktadem naprezen gtéwnych

24
| TA

' min
e) _
o) o T, A 0 > r=0,5(c,-0,)

A

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

(2) Element jest obcigzony o, ,0,,7,, uktadem naprezen dowolnych.
Wyznaczy¢ naprezenia gtdwne: oy ,0, oraz potozenie kierunkéw
gtéwnych (w ktérych dziatajg naprezenia gtdwne), kata ¢,

za pomocg KOtA MOHRA

yaA
Gy'A
"
O, i O,
- e >
| X
: Ty
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kierunek 2
P |

kierunek 1

Ta

kierunek 2
O, R

kierunek 1

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen”
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(3) Rdwnomierne rozcigganie lub Sciskanie

Jezeli 7,, =0 naprezenia o,,0, stajg sig naprezeniami glownymi (o, =0,=0)

yA Ty
_‘\ Oy :5 =c
BTILIY IV
<+ —> o™ o Y
- <+ —> 0 o 5
R —p - - - - >y . 07970
<+ :
<+
<+

Koto MOHRA przechodzi w punkt.
W elemencie tak obcigzonym w zadnym kierunku
nie wystepujg naprezenia tngce, scinajgce.
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(4) Czyste Scinanie — w jednym kierunku element
jest Sciskany i rozciggany takg sama sita

Maksymalne naprezenia tngce wystepujg pod katem %: (45°) do naprezen gtéwnych

£,

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Tréjosiowy STAN NAPREZENIA

Naprezenia w punkcie materialnym
ciata — podstawa TEORII SPREZYSTOSCI tz

Celem jest znalezienie zaleznosci pomiedzy sktadowymi
tensora naprezen dowolnych a naprezeniami normalnymi
X i stycznymi wystepujgcymi na Sciance ABC

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Kierunek wektora wypadkowego naprezenia p, na sciance ABC jest dowolny

1. Piszemy rodwnania rownowagi wszystkich sit dziatajgcych na element
OABC na kierunek osi x, y iz

2. Podstawiamy kosinusy kierunkowe (prostej normalnej do $cianki ABC)

| =cos(vx)
o ol mir,n  m=cos(vy)
p, =7, +o,m+z,n ”ZCOS(VZ)

p,=71,,l+ T,,m+o,n

P, =JPE + P2+

/ 2 2
P, = O-n—l_z-n

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Po podstawieniu p,, p, i p, otrzymujemy:

Naprezenia normalne:

) 2 2
o,=0,I"+o,m +o,n" +2t, Im+2tr,mn+2t,,nl

Naprezenia scinajace:

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Naprezenia gfowne (naprezenia scinajgce):

c)"g’—0'2/1+0'/2—/3 =0

h=0,+0,+0,

_ 2 2 2
|, = o,0,+0,0,+0,0,—7,, —7,—T,

2

. 2 2
l; = 0,0,0,+ ZTxyTszxz — 0,7, —0,T,, —0,T,,

l,, 15, 13 zwane s3g niezmiennikami stanu naprezenia
I, — niezmiennik liniowy
I, — niezmiennik kwadratowy
I; — niezmiennik szeScienny

Wielkosci te sg state i niezmienne, niezalezne od potozenia osi xyz
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Analiza trdjosiowego stanu naprezenia, kilka charakterystycznych uwag:

Mozna wykazaé, ze jezeli w trzech ortogonalnych ptaszczyznach danych jest 6
sktadowych stanu naprezenia, to woéwczas mozna wyznaczy¢ naprezenia dziatajgce
w dowolnie nachylonej ptaszczyznie przechodzacej przez dany punkt

Ox Ty x Oy, 0,0, -Naprezenia normalne
oij =lo =Ty Oy Ty Ty 1Tyz Tz - Naprezenia styczne (scinajace)
| Tox Ty Oz |

Stan naprezen w punkcie materialnym jest okreslony szescioma sktadowymi tensora naprezenia

Najwieksze naprezenie scinajgce w punkcie w tréjwymiarowym stanie naprezenia dziata
w ptaszczyznie przecinajacej ptaszczyzny naprezen 01 i O3

Wyktad V: , Analiza stanu naprezen” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Pomiary tensometryczne

Wynik pomiaru tensometrycznego dla nieréwnomiernych rozktadéw
odksztatcen zalezy od bazy tensometru:

3.762e-003
3.135e-003
i 2.508e-003
—1.881e-003
1.254e-003
6.269e-004
0.000e+000

IM MNIEJSZA BAZA - TYM LEPIEJ !!!
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