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A —pole
A s —$rodek ciezkosci obszaru ptaskiego
y Yo

dA — pole elementarne

x, y —dowolny uktad wspoétrzednych

Xy Vo — centralny uktad wspotrzednych
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Witasciwosci geometryczne przekrojow:

Przekroje poprzeczne pretow, watdw i belek — figury ptaskie, charakteryzujgce sie
nastepujgcymi parametrami:

— polem powierzchni przekroju: A= jdA, [mm?2, cm?2, m?],
A
Sy Sx
— potozeniem Srodka ciezkosci przekroju: X.=—, Y. =—.
A A

— momentami statycznymi SX :jydA) S :.[XdA' [mm3, cm3, m3],
A A

— momentami bezwtadnosci [, = jysz, I, = IXZdA, [mm?, cm#, m4].
A

A
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Srodek CIEZKOSCI (MASY)

to miejsce przytozenia wypadkowej sity ciezkosci ciata (bryty)

Srodkiem ciezkosci ciata materialnego (bryty) nazywa sie gra-
niczne potozenie srodka sit rownolegtych, ktére sg sitami ciez-
kosci poszczegdlnych czastek bryty na jakie myslowo zostata
bryta podzielona, gdy najwieksza z tych czastek dazy do zera.

Srodek ciezkosci jest to punkt, w ktérym jest zaczepiona sita
przedstawiajgca ciezar danego ciata, i pokrywa sie on ze
srodkiem sit rownolegtych, ktére reprezentujg elementarne
sity ciezkosci, tj. sity przyciggania czgstek ciata materialnego
przez kule ziemska, skierowane pionowo do srodka ziemi.

TN
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Definicja momentu statycznego w ukfadzie osi X i Y:

S, :IydA, S, :jdi
A A

W zaleznosci od potfozenia przekroju wzgledem osi uktadu wspétrzednych
moga przyjmowac wartosci dodatnie i ujemne.

Wykorzystujgc znane ze statyki pojecie sSrodka sit,
dla srodka ciezkosci mozna napisac: S, =V.A, Sy = XA

Korzystajgc z tych zaleznosci, wspotrzedne srodka ciezkosci figury ptaskiej mozna
obliczy¢ ze wzoru:

S
x =2 n n
S Vi Xi
Ve =—- ==l _i=1
A c~  n ’ Ye = n ’
A;— pola powierzchni figur prostych, E A/. E A/
X;, ¥;— wspoifrzedne srodkéw ciezkosci poszczegdlnych figur prostych.
=1 =1
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Statyczny moment bezwtadnosci — FIRST MOMENT AREA
Osiowy moment bezwtadnosci - SECOND MOMENT AREA
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DEFINICIA:
Momentem bezwtadnosci osiowym (wzgledem osi) nazywamy sume
iloczynow elementarnych pdl i kwadratow ich odlegtosci od danej osi

— osiowe momenty bezwtadnosci
I =1y’dA, I =|xdA
— biegunowy moment bezwtadnosci x = |V ’ y ’
A A
A :jpsz:j(xz +y2)dA:/X +l,
A A
— moment dewiacyjny (zboczenia, odsrodkowy)

Ly = nydA.
A
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Momenty bezwtadnosci figur prostych
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Wyznaczanie momentow bezwtadnosci:
+Yy Prostokat — kwadrat? ??
A dA=bdy
o :
hoE s (oo [T ] b
l, =Iy dAzjy bdy=|—-y’b| =—
3 0 3
y A 0
X
h 4 v >
< b 4

/y = szdA :szhdx = [Eﬁh} = ﬂ
A 0 3
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Trojkat prostokatny

b

bly)==(h—
Y W)=—{h=y)
A . _ b h
Z Twierdzenia TALESA: =
bly) (h-y)
h dyA_ B ) b ,
t dA=b(y)dy dA=bly)dy =~ (h—y)dy
y h
v 4 X o= [yaa=[ybiay
b A 0]

h h h h h 3

b b 1 1 ,b bh

/X=j >Z(h—y)d =j ’bd —j 24 =[— 34 —[_ 4_} =
Oy h( y)dy Oy y Oyhy 3y O 4yh0 5
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Trojkat prostokatny — moment dewiacyjny
b
bly)=—(h—y)
AY 4 Yo h

Ly = jxydA zjxyb(y)dy

A 0

b(y)

o= |—=Zyb
2

Xy

O ey >

h
(y)dy = J%b ydy:
0

dA=b(y)dy  x,

> h é o
VR X ) h2 BPY!
1 >

bR _(hj(bj 1, b bh_ bH
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Koto — Pétkole - Wycinek

dA =27pd p r 4 4
r d
/=J' sz:27zj 3dp="" —
N 0 P pPap 5 3
l A 0
do lo =1, +/y stad
P x
ot ot xd?
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Wyznaczenie potozenia srodka ciezkosci:
y — S_X X = S_y
— c ’ c
Ly dA = xdy r A A
< X > Sx:jydA: y(Xdy)
A 0
dA
q A | Do powyzszego wyrazenia podstawiamy nastepujgce
y zaleznosci:
y r X=rcosa, y=rsina,
o X dy=rcosa-da
0 >
Po podstawieniu i scatkowaniu uzyskujemy:
T T
- — T
2 2 f3 5 l"3
S =r jcosz asinada =—r’ Jcosz ad(cosar) = —?cos3 al =
0 0 0
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r
i s r t , y S, 3 4r y
Jesli =— otrzymujemy: =X 2 - -
X3 “ A gt 3= ‘
Ay ) | 4
< >
Dewiacyjny moment bezwtadnosci oblicza sie
dA W nastepujacy sposodb: ) y
dyA Ly = J-EydA :EJX dy
A 0
y r . e i
Po podstawieniu do powyzszej zaleznosci zwigzkow:
o X
0 > X=rcosa, y=rsine,

dy=rcosa-da

z 4 n

2 2 =
r 3 r 3 r* cos*al2 r*
I, =— | cos” asinada = —— | cos” ad (cosa ) = — =—
2 . 2 . 2 4 0 3
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Twierdzenie STEINERA

Momenty bezwtadnosci osiowy wzgledem dowolnej osi przesunietej rownolegle,
wzgledem osi, ktora przechodzi przez srodek ciezkosci figury ptaskiej

jest rowny momentowi bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacych przez
Srodek figury plus pole figury i kwadratu odlegtosci pomiedzy osiami.

+y A Momenty osiowe wzgledem uktadu centralnego:
.2
I, = | Yo0A,
X, A
A > . 2
ly = | XpdA,
y
b N ] A
X
\ 4 v >
d
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Momenty bezwtadnosci wzgledem dowolnych osi rownolegtych:

/, :ijdA' /y :szdA, Poniewaz x=xy,+a, y=y,+b
A A

I :jyszzj(yo+b)2c/A=jy§dA+2bJ'yodA+b2jdA
A A A A A

\ J | J | )
| | |

% 0% X, przechodzi przez srodek ciezkosci, wiec SX0 =0

X

. [, =1, +b°A

a
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/

X

L, +D°A

Wzory STEINERA:

y

| +a’A |l

Yo

Xy

Z przeksztatcenia mamy:

/

Xo

=/ —b’A

=/ + abA

XoYo

ey =1y, —abA

XoYo
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Obrot osi i gtdwne centralne momenty bezwtadnosci

Wzory transformacyjne:

xX'=xcosa+ysina

y'=—xsina+ycosa

Rzutujemy uktad x,y na x’,y’

Dane: |, 1,, 1,

Liczymy moment bezwtadnosci wzgledem osi x’

Wyktad X: ,,Momenty bezwtadnosci figur ptaskich” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Liczymy moment bezwtadnosci wzgledem osi x’

I :J‘(y')ZdA:J‘(—xsinoz+ycosoc)2dA:_[(x2 sin® a —2xysinacosa + y° cosza)dA:
A A

A
Wzory transformacyjne dla momentéw =sin’ aszdA - 5in2ajxydA+ cos’ ajysz
bezwtadnosci — obrét uktadu A A A

[ =1, cos’ o + /y sin’ a — /XysinZa € | Moment gtéwny

/y. =1, sin’ a + /y cos’ o + /XysinZa €— | Moment gtéwny

l +1,

X .
/x'y': » SII’\ZO!-I—/XyCOSZO( €——— | Moment dewiacyjny
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Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Przejscie od uktadu dowolnego do dowolnego

Jezeli moment dewiacyjny /,, lub /... s3 rowne zero=0 to osiowe momenty bezwtadnosci
odpowiadajgce temu uktadowi osi sg ekstremalne, czyli jeden przyjmuje wartosci MAX, a
drugi MIN i s3 nazywane momentami gtownymi.

Jezeli zatozymy, ze kat o jest argumentem , to ekstremum kazdego z momentow
bezwtadnosci obliczymy z warunkow:

dl —0, ﬂ:O, Ay ~0,
do do do
—2[, cosa + 2], sinacosa -2/, cos2a =0
=2l sin2a + 1, sin2a -2/, cos2a =0/ :(=2)
[, —1 21
—>sin2a +1,, cos2a =0 ?|tg20 = —
2 ly _/x

7T . , . . , .
a oraz ¢, +— funkcja momentu bezwtadnosci /,- osiaga wartosci ekstremalne

2
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Wstawiajac te katy do wyrazenia na /,, i wykonujac przeksztatcenia znajdujemy
gtowne momenty bezwtadnosci (zgodnie ze wzorami trygonometrycznymi):

2
|+ | =1
L =1 =2+ || —2

e

max,min X
2 2 /

Gtowne momenty bezwtadnosci to osiowe momenty bezwtadnosci, z ktorych jeden
przyjmuje wartos¢ maksymalng - MAX a drugi minimalng — MIN
Odpowiadajgcy im dewiacyjny mement bezwtadnosci jest rowny zero !!!

Wszystkie figury posiadajgce choc jedng oS symetrii nie wymagajg dodatkowych obliczen

potozenia gtownych osi bezwtadnosci poniewaz kazda os symetrii jest jednoczesnie
jedng z osi gtdwnych.

Ukfad XY przechodzacy przez srodek figury nazywa sie uktadem centralnym

Wyktad X: ,,Momenty bezwtadnosci figur ptaskich” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Koto MOHRA dla momentéw bezwtadnosci:

Ixy F Imin/ Il

max

A A

Wyktad X: ,,Momenty bezwtadnosci figur ptaskich” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Zadanie 1

Dla przedstawionej na rysunku figury wyznaczy¢ srodek ciezkosSci i momenty
gtdwne, dewiacyjny oraz wyznaczy¢ potozenie gtdwnych centralnych osi
bezwtadnosci (kat o)

a Dane: a

—

POLICZYC:

43

3a

A
A 4
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1. Potozenie srodka ciezkosci:
Sy Sx
X =T = = s(ene)
AY

(a.za)(za)+(4a.a)@aj

=q
20-a+4a-a
(20-0)[;aj+(a-4a)(20)
B 20-a+4a-a —5°

43

X/

s(e e, ) =5 a,ga
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2. Osiowe momenty bezwtadnosci:
3 3
2a-(a)” a-(4a) A
AY [, =1+1,= 2 + 2 =22a
3 3
a20) o] ae(e)
5 I, =1, +l,=| ———+20°(20)" |+ ————=100
12 3
J
|
Tw. Steinera
43
/Xy = /Xy1 +/Xy2 #0
g b*h? I, =6a" #0
) 3a R Ly = 1
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3. Centralne momenty bezwtadnosci
(osie centralne):
AY 3 Y
N | =1 —y’A=22a" —aj 6a” =8,50"
0 2
a Yo
— LT 2 a 4 (N2 p 2 _ b
5 l, =1, —x;A=100" —(a) 60" =4a
X.=e,
S2
4a = — 4
| o, heys = o1+l =—30
! Poniewaz: /Xoyo #0
3a
< > to osie centralne nie sg osiami gtdwnymi
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4. Gtédwne momenty bezwtadnosci:

> >
+1 [, —1 8 50* +4qg* 8 50* —4qg* 2
h,= Lo Yo 4 ( ul - Yo J +/§Oyo hy=— 5 x ' > +(—3a4)

I, =1__ =6,25a" +3,350" =9,67a"

I, =1 =6,250" —3,35a" =2,90"

o 2y, 4
gea=, 2, 2=3)
Yo Xo tha = = = 1,33

Lo =l 4a*-85a" 4,5

20=53" > a=26,5
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5. Osie centralne, gtowne:

3a

A
A 4
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Zadania MOMENTY BEZW+ADNOSCI
‘ 3 A o
3b | r m
x ’ | 3r b
3b 2b A
| Y 41
v Za ) r "
‘b’ , 8t

2t

6t

A
y
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V A

x = Rcosw 0 / > A
X . a
vy =Rstnw
R sin oRd
! _I MR R’ (cos a — cos(—a ) 0
yC = =< & = = :0
[at [Rdp R(a—(-a)) 2R«
1

xdl | Rcos@Rd
+ _'!- __'L oK qD_RZ(sina—sin(—a))_Zstina_Rsina
< ar *I“R do R(a—(-a)) 2Ra a

I

—a
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