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Przypadki wytrzymatosci ztozonej

W praktyce inzynierskiej najczesciej spotyka sie ztozone przypadki obcigzen konstrukgji.

Do prawidfowego rozwigzywania tych zagadnien

konieczna jest znajomos¢ wczesdniej Konieczna jest tez znajomoéc

omowionych prostych przypadkow, takich jak: hipotez wytrzymatoéciowych,

rozcigganie, skrecanie i zginanie, niezbednych do sformutowania

a w szczegoblnosci rozktadéw naprezen warunku wytrzymatoéciowego,

powstajgcych pod wptywem tych obcigzen. uwzgledniajacego réznego typu
naprezenia, (normalne i styczne),
dziatajgce w jednym punkcie.

NAJCZESCIE) SPOTYKANE PRZYPADKI:

= zginanie ukos$ne,

= zginanie potgczone z rozcigganiem (lub sciskaniem),

= zginanie potgczone ze skrecaniem,

= 0goblny przypadek wytrzymatosci ztozonej, a wiec potgczenie rozciggania,
skrecania i zginania.

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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ZLOZONY STAN OBCIAZENIA

W praktycznych obliczeniach wytrzymatosciowych czesto pomija sie wptyw obcigzen
poprzecznych, a omowienie wptywu sit poprzecznych na wytrzymatos¢ zginanych
belek ogranicza sie do najwazniejszych przypadkow.

Podstawowym zagadnieniem w obliczeniach wytrzymatosciowych konstrukgji lub ich
elementdéw, poddanych obcigzeniu ztozonemu, jest identyfikacja obcigzen.

Identyfikacja polega na wykorzystaniu praw statyki do okreslenia sit i momentéow
dziatajgcych na konstrukcje lub jej fragment, pochodzacych od obcigzen zewnetrznych.

Szerokie zastosowanie znajdujg tutaj tzw. zerowe uktady sit, pozwalajgce na okreslenie
sit wewnetrznych w poszczegdlnych czesciach konstrukcji.

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Zginanie ukosne

Zginanie ukosne (zginanie ztozone) jest bezposrednio zwigzane ze zginaniem
prostym. Wystepuje wowczas, gdy wektor momentu zginajacego belke nie
pokrywa sie z kierunkiem zadnej z osi symetrii.
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Zginanie ukosne mozna traktowac jako sume zginania prostego
w ptaszczyznie pionowej oraz w ptaszczyznie poziome,;.

Ptaszczyzna
obcigzenia

Wyktad IV: ,,Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Rownanie osi obojetne;j

Mimosrodowe rozcigganie preta

Sita normalna jest rowna P, a odpowiednie momenty gngce: M, =P-z, M,=P-y,

Jest to przypadek mimosrodowego rozciggania preta dla ktorego naprezenie w dowolnym
punkcie mozna wyznaczy¢ ze wzoru:
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Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Yo, Zo— WspOfrzedne punktu potozenia sity P

i,, i,— promienie bezwtadnosci
C_ Jy C_ jz
/y—,/—, /Z—‘/—
A A

Rownanie osi obojetnej dla naprezenia rownego zero ma postac:
% 4
+=—=1
dzie: g i - : . . a a
gdzie: a, i a,sq miejscami przecigcia osiy i z y Z
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Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Rownanie osi obojetne;j

P Yo 4
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Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Przyktad 1

Belka wspornikowa o dfugosci L = 1 m, przekroju prostokagtnym o wymiarach
b=3cm, h=5 cm jest obcigzona na koncu sitg skupiong P = 1 kN, odchylong

od pionu o kat = 20°. Wyznaczy¢ naprezenia, potozenie osi obojetnej oraz ugiecie
belki. Przyjg¢ E = 2-:10°> MPa.
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Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Maksymalny moment zginajgcy wystepuje w utwierdzeniu:
M=PL=1-1kN-m.

Site P, przytozong do swobodnego konca belki, rozktada sie na sktadowg

pionowg i poziomg. Momenty zginajgce wywotane tymi sktadowymi wynoszg:

M, =PLsina =1-1-5in20° =0,342 kN-m,

M, =PLcosa =1-1-cos20° =0,940 kN-m.

Momenty bezwtadnosci oraz wskazniki wytrzymatosci na zginanie wynoszg
odpowiednio:

3 3 2 2
JZ:bh _30 3105 em?, szbh 232 105 em?,
12 12 6 6
hb> 5.3 hb* 5.3
Jy=—= =11,25 cm*, W, =—= =7,5cm’.
12 12 6 6

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Maksymalne naprezenia zginajgce w ptaszczyznie
pionowej:

M., 0,940
. o , =——=——10" =752 MPa
w ptaszczyznie poziome;j: W, 12,3 =
M, 0,342
Oy =—"= 10° =45,6 MPa
W, 7,5 =

Rozktady naprezen normalnych
Po zsumowaniu naprezen z uwzglednieniu ich

J,=722 MPa znakéw w punktach A, B, C i D, znajdujacych sie

5 : C w narozach przekroju, otrzymuje sie

| naprezenia wypadkowe:
{—+ -+ —=F—-

| o,=-/52-45,6=-120,8 MPa,
A : D oy =75,2—-456=29,6 MPa,

| o- =175,2+45,6=120,8 MPa,
@ ’J|\q@1 op =—/5,2+45,6 =—-29,6 MPa.

622451,6 MP

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Wykres naprezen normalnych wzdtuz krawedzi
konturu przekroju poprzecznego:
Wida¢ na nim, ze na krawedziach w dwdch ' 120.8
punktach naprezenia sg rowne zeru. O 298} )
o
. , .. <% 0o
Na rysunku przedstawiono rowniez rozktad © “}4/ =
naprezen wzdtuz linii prostopadtej do osi & 7 —— -
obojetne;j. 5 '@ &

Po zrzutowaniu tych punktow na krawedzie
otrzymuje sie potozenie osi obojetnej, dzielgcej
przekrdj na czesc rozciggang ,,+” oraz Sciskang ,,—".

Przedstawione wyzej rozwigzanie stanowi
naturalne wykorzystanie superpozycji zginania
w dwach prostopadtych ptaszczyznach.

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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4.1. Zginanie z rozcigganiem lub Sciskaniem

Wspdlne dziatanie sit rozciggajacych (sciskajgcych) oraz momentu zginajacego
wystepuje najczesciej przy mimosrodowym obcigzeniu preta. Mimosrodowos¢ moze
by¢ wywotana przytozeniem sit poza srodkiem ciezkosci, wykrzywieniem osi preta lub
rownoczesnie dwoma tymi czynnikami.
Obcigzenie preta sitg skupiong przytozong
w punkcie A(e,, e,), przesunietym wzgledem
srodka ciezkosci przekroju o odlegtosc e.

Po przytozeniu w srodku ciezkosci dwadch sit (P, —P), tworzgcych uktad sit zerowych
(zrdwnowazony uktad sit), mozna tatwo zidentyfikowac pare sit tworzgcg moment
zginajacy, M = P - e, oraz niezrOwnowazong site sciskajgcg P, przytozong w srodku ciezkosci.

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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POLITECHNIKA POZNANSKA Ponizszy rysunek pokazuje superpozycje
obcigzen: sciskanie preta sitg P przytozong

w Ssrodku ciezkosci przekroju, momentem
zginajagcym M, oraz momentem zginajacym M,

7 7 f/ ? Sl i
| M, =F L/_\/l/
z 8y

Z wzorow na sumowanie naprezen oblicza sie naprezenia w dowolnym punkcie

przekroju:

P M, M,
O = —+—y+—Z

AT LT

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Przyktad 2

Obliczy¢ naprezenia w osiowo sciskanej kolumnie. Porownad naprezenia
w przekrojach I-l oraz Il-11.

P

- — — —

ik

Kolumna sktada sie z czesci
23 o powierzchni a? (przekroj I-1)

oraz z czesci o powierzchni 2a?

(przekrdj 11-11).

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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3p a
11| 4 M Pee 6P-2 3P
N s =y =T =

POLITECHNIKA PDZNANSKA . . ..
W przekroju I-I wystepuja naprezenia
Sciskajace od sity osiowe;j P:
P P
Opp =3
-1 a
Przekrdj lI-Il jest obcigzony -1 p
mimos$rodowo w stosunku & a2
do osi dziatania sity P: T
L
0-1 P ;’”Ff Zerowy Zerowy uktad sit pokazuje dziatanie sity osiowej P oraz
| ) Ukiad sk momentu zginajacego M = P-e, e = 0,5a. Naprezenia
B normalne od sity osiowej P wynoszg:
; 1% V Ir G = P
Y -
| \TP 5 1P e
11| [28° -
LR Od momentu zginajgcego:

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Wypadkowe naprezenia normalne w przekroju
lI-1l wynoszg:
P
4a° 1. Naprezenia Sciskajgce w punkcie A:
B
A _ A A OP
Oy=0y ==0up = Oym =—"75
4a

2. Naprezenia rozciggajgce w punkcie B:

B B g P
Oy =—0yp+0=

Poréwnujac maksymalne naprezenia normalne 4g°
w przekrojach I-1 oraz ll-ll otrzymuje sie

o :5

o 4

Dziatanie momentu zginajagcego powoduje, ze w przekroju Il-Il o powierzchni 2a?
naprezenia sg wieksze niz w przekroju I-1 o powierzchni a2.

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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4.2. Zginanie ze skrecaniem

Wspdlne dziatanie zginania i skrecania jest najczesciej spotykanym przypadkiem
wytrzymatosci ztozonej. W ten sposdb sg obcigzone waty maszyn, pojazddéw, skrzyni
biegow itp.

Ten rodzaj wytrzymatosci ztozonej
charakteryzuje sie niejednorodnym rozktadem
naprezen — moment zginajacy powoduje
powstanie naprezen normalnych, moment
skrecajacy naprezen stycznych (rysunek).

Naprezenia normalne w watach o przekroju
kotowym: (ZGINANIE):

3
Oray = Ve W = ﬁ
W 32
. . Mskr 7Z'C7'3
Naprezenia styczne: (SKRECANIE): 7., = 0 W, =2-W :E
0

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Wskaznik wytrzymatosci przekroju kotowego na
skrecanie jest rowny podwojnemu wskaznikowi
wytrzymatosci przekroju na zginanie.

Naprezenia zredukowane oblicza sie wedtug hipotezy Hubera

2 2 2
Mg Y of M :\/MZQ+O,75M5kr

% W, %

_ 2 2 _
Gred - \/Gmax +32—max -

Dla uproszczenia zapisu wprowadza sie czesto pojecie momentu zredukowanego

2 2
Mred = \/Mzg T O'75/\45/«

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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W przypadku zginania w dwdch wzajemnie prostopadtych
ptaszczyznach oblicza sie wypadkowy moment zginajacy

2 2
M,, =\/MY + M

Warunek wytrzymatosciowy przy zginaniu i skrecaniu

M red

o,,=——=<0O
red do
W p

gdzie W — wskaznik wytrzymatosci przekroju na zginanie.

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Przyktad 3

Na wale o kotowym przekroju zamontowano trzy kota zebate o srednicach

d, =100 mm, d, = 300 mm, d, = 250 mm (rysunek). Kota te wspotpracujg z innymi kotami,
przenoszac sity obwodowe P, = 4000 N, P, = 3000 N, P, = 2000 N. Przyjmujgc naprezenia
dopuszczalne O 4op = 100 MPa, okresli¢ z warunku wytrzymatosciowego Srednice watu d.

Jezeli w osi watu bedg przytozone zerowe
ukfady sit P, (rys. b), to mozna zidentyfikowac
momenty skrecajgce oraz sity zginajgce wat

w ptaszczyznie pionowej i poziome,;.
b)
|:"l
i -
R

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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M,=450Nm
M=250Nm M, =200Nm
__(_(_\_ _____ ,é — _,\; _____ %X
Dla kota 1 moment skrecajgcy @ A ?_EO 57
M, = P1d1/2 = 200 Nm, [N ® T
pionowa sita zginajgca wat Ry 800N A 200 P, A R, =3200N
P1=4OOON. . — - — . — —_ —  — —_ . — .
Dla kOfaZM2=P2d2/2=450 Nm, - PION ==
pozioma sifa zginajaca @
P, = 3000 N, =
dla kota 3 [Nm] Yy 440
B B 540
: . Ms . P3.d3/2 =250 Nm, A P PZ R __=1250N
pozioma sifa zginajaca R 7= 220N BZ
(skierowana przeciwnie do P,) _ TFooon T T _7_7
P; =2000 N. @ ~262,5 ’
7/ @ [ Ty=250
(Ne] | Ll I
Wat AB oraz belke AB zginang w ptaszczyznie 50
pionowej oraz w ptaszczyznie poziomej, jak rowniez w
odpowiadajgce im wykresy momentéw pokazano na ’
rysunku obok. [Nm] 714,15 687, 1

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Z wykresow M, oraz M, mozna okresli¢ maksymalne wartosci
momentow zginajgcych oraz wypadkowe momenty M, dla
przekrojow watow pod kotami.

Otrzymane wartosci pozwalaja na wykonanie wykresu M, dla charakterystycznych
punktéw — w tym zadaniu sg to przekroje, w ktorych sg umieszczone kota.

Dla przekroju, w ktorym wystepuje maksymalna wartos¢ M,,, moment skrecajacy
M. =250 N-m.

MY =640 + 2507 =687,1 N-m,

o
@ e M2 = 4407 +562,5? =714,15 N-m,

[Nm ] 714,15 687.1

M) =\160” + 507 =167,63 N-m

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Moment zredukowany dla tego przekroju wedtug
hipotezy energetycznej ma wartosc:

M,., =+/714,15% +0,75-250% = 746,25 N-m

Z warunku wytrzymatosciowego okresla sie srednice watu d:

M d3 32/w 32.746,25
O-red :idgo-dop/ W 72. \/ ’ 103 :42,36 mm
W 7Z'Gdop 7-100 —

Srednica watu poddanego dziataniu momentu skrecajacego i momentu zginajacego
w przekroju niebezpiecznym musi by¢ rowna co najmniej 42,36 mm.

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Ogolny przypadek wytrzymatosci ztozonej

Dane: : ol
P, =400 kN, z
P, =80 kN, i
P, =40 kN,
P, =20 kN, P, ™9
L=1m, 2
h =24 cm, ,//A
b=8cm, 3 9
k, = 140 MPa Pf’// 3,,

ﬁ%}/ﬂ‘
7

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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X JNP X| JP
'(Pz 2
@ 7 My
| | 'z P,
| Py | | ) | 7
i uI:J3 < : o |1 J'aF_JO _______ P2
| i | E
T 0y SRR S AL
h b ) .
M, =P,-Z 4P, -L=80- "2 440.1,00 = 49,6 kN
N, =P, +P, =400+80 =480 kN, 2 =h o T L=l Al LU= AR0 KN m
Ty =P, =40 kN, M, =P 24p o502 00 00 135 1vim
2 2 2 2
T, =P, =20 kN
h 024
M, =M =P~ =20-== =24 kN-m

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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Wykresy naprezen normalnych i stycznych

_N —
b-h 8-24

480

! X

G -10 =25 MPa

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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- - 2.4 |
a-h-b*> 0,267.24.8°

S

10° = 5,9 MPa

T =Y Tomax = 0,733-5,9 =4,4 MPa

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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“” 10=1,6 MPa

T
Sty |3 ﬂ.](}:&l MPa

Ty: =
2b-h 2 8-24

Wyktad IV: ,, Ztozony stan obcigzenia” dr hab. inz. Piotr PACZOS
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