POLITECHNIKA POZNANSKA

Wyktad NR1 v. 6.0 (SEM IV)

ZGINANIE BELEK

dr hab. inz. Piotr PACZOS

Politechnika Poznanska,
Instytut Mechaniki Stosowanej,
Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Teorii belek: teoria Eulera-Bernoulliego (18 stulecie)

1. Najstarsza i najprostsza teoria.
Zaktada, ze przekrdj belki jest zawsze prostopadty do osi neutralnej (obojetnej)

2. Wyznacza ugiecie belki tylko z momentu gnacego.
Nie uwzglednia wptywu na ugiecie sity poprzecznej (odksztatcen stycznych)

3. Teoria wewnetrznie sprzeczna:
Pozwala wyznaczy¢ rozktad naprezen stycznych, ale nie uwzglednia ich wptywu
ani na ugiecie belki, ani na wykrzywienie przekroju.

Realnie sprawdza sie dla 1/5: a/b=5, L/ max(a,b)>10 [1]

L

[1] Bucalem,M.L., Bathe, K-J. The Mechanics of Solids and Structures — Hierarchical Modeling and the Finite Element Solutions,
Springer, 2011.
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Podstawowe zwigzki rozniczkowe przy zginaniu
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Podstawowe zwigzki rozniczkowe przy zginaniu pomiedzy momentem gnacym,
sitg tngcy i obcigzeniem ciggtym.
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Wydzielony element dx znajduje
sie w statycznej rownowadze, wiec
muszg byc¢ spetnione rownania T s <
rownowagi statyczne;j: M T 4 | THAT

(1) ZF :O’ X 1»4 dx >2
(2) ZM 0,

1): > F,=0—> T—(T+dT)-q(x)dx=0 ——> |a(x)=-—-

1 A A F Y. V. v ‘72 M+dM

Pochodna sity tngcej wzgledem wspotczynnika x jest rowna
obcigzeniu zewnetrznemu przytozonemu do belki g(x)

Wyktad I: ,, Zginanie belek” dr hab. inz. Piotr PACZOS 4



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Wydzielony element dx znajduje
sie w statycznej rownowadze, wiec
muszg byc¢ spetnione rownania

rownowagi statycznej: y TT S S lTerT

(2): > M, =0— Tax + M~ (M+dM) —q(x)dx- 2 =0

sita

Pochodna momentu gnacego wzgledem T = dM lub T(X) dM(X)
wspotrzednej x jest rdwna sile tnacej T dx
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am 2
Rézniczkujgc wzgledem x T = —— otrzymujemy: ar _ d"M
s ar d*M
jesli - g(x)=-— wiec |g(x)=-
ax dx? | | |
Stawomir Kowalski & Tomasz Kadziotka

Fonstuktor
BELKA—|
STALO

BELKI

Sity wewnetrzne
i linia ugiecia
Przykfady obliczeri
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SIt TNACYCH i MOMENTOW GNACYCH

POLITECHNIKA POZNANSKA Znakowanie wewnetrznych
‘ X
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Zadanie 1

Narysowac wykresy wewnetrznych sit tngcych T(x) i momentéw gnacych M(x),
oraz odczytac z wykresow maksymalne ich wartosci,

a) |=a J
v
4 s
7

b)y"‘ I=a
/‘ 9 '
VY Y I I VY Y YV YYVYVY
o o
/]
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Zadanie 1

Narysowac wykresy wewnetrznych sit tngcych T(x) i momentéw gnacych M(x),
oraz odczytac z wykresow maksymalne ich wartosci.

c) |

v
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Zginanie belek o statym przekroju - TEORIA

a C

X = ~

Przy zginaniu belek

obowigzuje zatozenie . .

ptaskich przekrojow < X b OX l y

\4 y
oS obojetna
M M .
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X

Widékno podtuzne belki w kierunku osi x /’\ wioknoy | .
ulegajg skroceniu po stronie wklestej °1 f

i wydtuzeniu po stronie wypukfe;.

L - promien krzywizny osi belki

W1idkno lezgce na osi x nie doznaja
odksztatcen i tworzg tzw. warstwe
obojetng w kierunku osi x i z.

Dtugos¢ wtdkna przed odksztatceniem wynosi dx, a po odksztatceniu ds=dx
Dtugos¢ dowolnego podifuznego widkna belki przed odksztatceniem wynosi ef=dx
a po odksztatceniu e’f’=dx+Adx, gdzie

Adx — jest bezwzglednym przyrostem dtugosci wtdkna
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_ Adv
ax

Wzgledna zmiana dtugosci wtdkna: ¢

ds=p-da

e'f'—>(ds+Ads)=(p+y)da

Ads y-da vy

E =

ds p-da ;

Zaktadajac, ze widkna nie oddziatujg na siebie w kierunku osi y uznajemy, ze

w belce panuje jednoosiowy stan naprezenia dla ktérych:
oc=o0,=¢-E

Wyktad I: ,, Zginanie belek” dr hab. inz. Piotr PACZOS 12



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Naprezenia normalne

Poniewaz promien krzywizny p belki jest
nieznaczny, to brakujgce rownanie znajdujemy
z analizy statycznej rdwnowagi czesci belki:

(1): ) F =0 [o-da=0

y-dA=0

-

Moment statyczny

Il.g.dAzﬁj
Ap pA

dA

i

4

\ L)
A\

~
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dA
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1 Q

"\

Moment statyczny jest rowny zero, gdy os z przechodzi przez srodek ciezkosci przekroju

SZ:jy-dA—>SZ:O
A
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M .
3 ’ -
(2):3M,=0> [o-dafzko !
A ,"/ ‘% : X
‘“Zw\v\gdA\‘
E -
- ysz:O e ./Xy:O X /
£ ‘é,y

Dewiacyjny moment bezwtadnosci

Jezeli dewiacyjny moment bezwtadnosci jest rowny zero, to osie x i y musza
by¢ gtdownymi centralnymi osiami przekroju (osiami bezwtadnosci)
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(3)5ZM2 =0— J.G-dA'y:M

E
e,

A

—|y-y-dA=M —> J, :_[ysz
A

Osiowy moment bezwtadnosci

dA

i

~<_odA

N

Jezeli dewiacyjny moment bezwtadnosci jest rowny zero, to osie x i y muszg
by¢ gtdownymi centralnymi osiami przekroju (osiami bezwtadnosci)
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Wskaznik przekroju na zginanie
1
i * \
h1 o E 0s$ obojetna (cs:O) M y
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|
. . \
|
|
h 7y : 0$ obojetna (5=0)
1
y E
Y B g
o n, / | \
= +
ymax : 2

\ Wskaznik przekroju na zginanie

Wskaznikiem wytrzymatosci belki na zginanie nazywamy iloraz osiowego momentu
bezwtadnosci catego przekroju J, wzgledem osi obojetnej (0$ obojetna z przechodzi
przez Srodek ciezkosci przekroju) i odlegtosci y,,., 0d osi obojetnej do najdalej
potozonego widkna przekroju.
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Warunek wytrzymatosci belki na zginanie

Mgmax - maksymalny moment gnacy odczytany z wykresu M(x)

/<g - dopuszczalne naprezenia na zginanie

Przyjmuje sie, ze kg —> k_| naprezenia na rozcigganie

| naprezenia na sciskanie

Czyste zginanie — brak sity tnacej Zginanie petne — jest sita tnaca
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Naprezenia normalne i styczne (tnace)

Czyste zginanie — brak sity tngcej Zginanie petne — jest sita tnaca

¥ 3¢

ZADANIE - Przyktad
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2

14 N

Kierunek osi wzdtuz
ktorej dziata naprezenie

Ptaszczyzna do ktorej dana
0$ jest prostopadta

N

b b. le lP?,

V¢

a a B
R, R
v
o) o+do
b
L, M+dM
N lT+dT
__________________ —d
>
>
dx a
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5, Na konturze przekroju naprezenia styczne (Scinajgce)
majg kierunek styczny do przekroju

_ |2 2
T—\/Txy + 7,

T
b(y) \ T
N h2
Xy
C S ev ' . 4 N
! IR
y ‘ h
‘ : v Kierunek osi wzdtuz
dA A ktorej dziata naprezenie
Y

Ptaszczyzna do ktdrej dana
0$ jest prostopadta
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E POLITECHNIKA POZNANSKA .
//;’[:
~ 1 - YX
F1 T/TX | EFB // Y 7/\ F2
= AT >
— T , b(y
/ N .,
© otdo

W poszczegdlnych warstwach podtuznych belki, rownolegtych do powierzchni
obojetnej, wystepujg poziome naprezenia scinajgce, a w przekrojach poprzecznych
wystepujg jednoczesnie poprzeczne naprezenia scinajgce i w kazdym punkcie

belki naprezenia scinajgce w tych dwdch wzajemnie prostopadtych kierunkach

sg sobie rowne (wynika to z wtasciwosci naprezen tnacych).

_________________________________________________________________

. Na scianke ff’ dziatajg tylko naprezenia styczne roztozone |
' WE. hieznanego prawa, a ich $rednig warto$é oznaczamy |
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2

b(y) h,
Budujemy rdwnania rGwnowagi statycznej ¢ s T S
, . . . . ) Z
sumy momentow wszystkich sit dziatajgcych y = h,
’7 . . [ !
na Scianki elementu afa’f’ ' v
dA A/

W ptaszczyznie ff’ dziata sita styczna rownolegta do osi x,
0 wartosci T'yx-dx-b(y), gdzie b(y) jest szerokoscig przekroju
w odlegtosci y od osi obojetnej

W dowolnym punkcie przekroju a-f lezgcym
w odlegtosci y’ od osi obojetnej naprezenia
normalne wynosza:

V¢

Ty
F1 :[f T T i - F3 ; ] F2 M
<+ D A _ '
£ flt/ ;. /3{(3/i O = J_ "y
c | dx o+do ‘
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A7

‘Exy T i
Z b(y) 5
Elementarna sita dziatajgca na element ) Tz
S e

dA’ lezacy na obszarze afa”f” (szary) y,{ y Yy
WYynosi: - i

M v

G'dA'Z—'yI'dAI dA A/
'/Z
Y

M 1 1
Catkowita sita dziatajgca na Sciance a-f: j_ . jy -dA

Z

Podobnie obliczamy site od naprezen normalnych o +do w prawym przekroju a”f”:

M+ dM J‘y A
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Loy
3
:
%
o
:
=
o
=

V¢

Rownania rownowagi:

SF,=0—>—F —F+F =0

M M +dM
L [yraar -z, b(y)-ax+ <0
'jZ 'jZ
W
Po przeksztatceniu rownania réwnowagi otrzymujemy:
yldAl
_ dM %
T . Sy y T'yx = .
lex _ Z ax J,-b(y)
J,-b
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i T-S7
T, =—"
yX
J,-b
aM(x) . .
T(X) — . - sita tngca (wewnetrzna) w przekroju belki (odczytana z wykresu T(x))
X

J, - osiowy moment bezwtadnosci przekroju belki wzgledem osi obojetnej

S’V - moment statyczny czes$ci przekroju (cze$é zakreskowana A’) lezacego poza
rozpatrywanym przekrojem y-y wzgledem osi obojetne;j
SV = j y'dA'

b(y) - szerokos¢ przekroju na rozpatrywanym Al
poziomie y-y (dtugos¢ widkna ff’)
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Wzor ten okresla srednig wartos¢ naprezenia
7.9V tngcego, w przekrojach belki rownolegtych do
T == warstwy obojetnej, ktdre oznaczamy: Ty =Ty

Na podstawie prawa rdwnosci naprezen stycznych
w dwadch wzajemnie prostopadtych przekrojach
mozemy napisac:

T'Sy_y Ty =Ty, =T

z P [kN)]
—

4 kN 2 [kN/m] P
| | | L2 i L2 i
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Y s Rozktad naprezen normalnych i stycznych

w roznych przekrojach poprzecznych.

Przekr6j PROSTOKATNY
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Przekrdj PROSTOKATNY

T
s NN

SR e N 1 O Y et
I : y T z

[ e treteett

NV

<
-
-
—
>
_—
>
>
-

b-h° b(y)=b
12 T — constans, v

dla prostokata: J, =
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SZ:Iy'-dA'—>?

: : .
h 7—SI S — = -» th
i \ : 4 ! —= " dla :O_)Sy_y =
ny tregttt ! R E% / z ‘y:o 3
y y ! *; !
T pemaees 1 : h o
/ I day=——>58"7 , =0
/ 2 2 ly=2
A y 2

Wyktad I: ,, Zginanie belek” dr hab. inz. Piotr PACZOS 30



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatos$ci Materiatow i Konstrukgji

g| POLITECHNIKA POZNANSKA

b-h*
dlay=0—>5" =—
S5 ay=0->S5’ ‘y:O 2
dlayzﬁ—>5§’_y‘ b =0
2 VZE
Stad wynika, ze naprezenia scinajgce w warstwie
lezacej wzdtuz osi obojetnej z sg najwieksze, a w warstwie najdalej potozonej
od osi obojetnej (skrajnej) naprezenia Scinajgce sg rowne zero.
2
= T _ 9 h_ —y2 Parabola, krzywa 2 stopnia
b-h’ 2 | 4
= p
12
3 7T 37
] dlay:O—)T:TmaX:—-—:—-—
Wzor Zurawskiego 2 b-h 2 A
h
y=y day=2——>7=0
T(X) . Sz )

T =

J,-b(y)
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o AT ®© © .
IREEEREE) ;
| T

" ycI : Si’cxy x‘Hmm

min

e
oM,

N

NV

<
-
-
>
>
—_—
—
>
-

y |

______ R treteett 0™

max

Ei\
q}_

ZADANIE 1  —>  Wykresy naprezen normalnych i tngcych dla réznych przekrojow

ZADANIE 2 > | Wartos¢ naprezenia w dowolnym punkcie przekroju
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Belki o rownomiernej wytrzymatosci na zginanie

Projektowanie belek zginanych odbywa sie przewaznie na podstawie warunku
nieprzekraczalnosci naprezen dopuszczalnych przez naprezenia normalne
(rzeczywiste — pojawiajgce sie w zginanej belce):

— — Gdo
W P

Zaktada sie czesto, ze belka ma staty przekrdj poprzeczny.

Mozna z tej zaleznosci wyznaczy¢ wskaznik wytrzymatosci na zginanie:

M

WZ — _ gmex Wyznaczony wskaznik wytrzymatosci odpowiada przekrojowi, w ktorym

O dop wystepuje maksymalny moment gngcy. We wszystkich innych przekrojach
belki, gdzie moment gnacy jest mniejszy od momentu maksymalnego,
naprezenia gnace sg mniejsze od naprezen maksymalnych i materiat belki
nie bedzie nalezycie wykorzystany.
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W zwigzku z powyzszym nalezy zaprojektowac
belke o zmiennym przekroju i dobierac¢ wskaznik
wytrzymatosci w taki sposob, aby naprezenia

w skrajnych witdknach réwnaty sie statej wartosci
rOWNej o =0

Najlepiej jest stosowac zmienny wskaznik wytrzymatosci W, =W, (X)
i to w taki sposdb, aby byt spetniony warunek:

1

Stad wyznaczamy W, (x)=—M, (x)
o

Tak zaprojektowang belke nazywa sie

belkg o rownomiernej wytrzymatosci na zginanie, przy czym przyjmujemy

JZUdOp
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POLITECHNIKA POZNANSKA

Centrum Onkologii w Bydgoszczy
2017 rok
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POLITECHNIKA PDZNANSKA
Belka wspornikowa o przekroju prostokgtnym
obcigzona na swobodnym koricu
sitg skupiong
< / >
x P
K | B
- E ' y
. 9 % | Aby uzyskac¢ zmienny wskaznik, mozna:
7 i
7 :
2 | 1. Zmienié wysoko$¢ h
7 i ‘ o s
b 4. k@] | ==, 2. Zmieni¢ szerokosé b
2 : o A v
L 5
2
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POLITECHNIKA POZNANSKA — — :
Aby uzyskac¢ zmienny wskaznik, mozna:
1. Zmieni¢ wysokosé h
Zatozmy, ze wysokosS¢ przekroju h=const. - jest stata, 2. Zmienic szerokosc b

a zmienia sie jego szeroko$¢ b=b(x)

M(x)=P-x
J, (X) 2 J(X) b(x) h’
W,(x)= = ===
W miejscu utwierdzenia mamy: Ymax
Mgmax =P
b . h2 Funkcja okreslajgca ksztatt belki o rownomiernej
W, = 06 wytrzymatosci ma wiec postac:
M M x
T = () = 0y, = CONS.
Wy W, (x)
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Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA
Funkcja okreslajgca ksztatt belki o rownomiernej
wytrzymatosci ma wiec postac:
Stad wyznaczamy: M g max M(x)
— = Ogop = const.
6Pl 6Px e b1y X Wo W, (x)
= wiec X)=by—
b b Ve bl)=h7

Jak wida¢ szeroko$¢ przekroju zmienia sie liniowo, RYSUNEK PONIZE)

Gdyby nie brac¢ pod uwage naprezen scinajgcych,
wowczas teoretycznie przekrdj koncowy (dla x=0)
mogtby byc¢ bliski zeru. Najczesciej w tym przekroju
wystepuje sitg thgca T=P wywotujgca naprezenia
Scinajace T.

3 7
Tmax =50 < Tiop
min
3P
skad wyznaczamy Brin = 2h-7,
op

Przekréj koricowy nie moze by¢ wiec ,zaostrzony” lecz bedzie prostokatny o szerokosci rownej b,
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Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA PDZNANSKA ; i T i
Aby uzyskac¢ zmienny wskaznik, mozna:
1. Zmienié wysokos$¢ h
Zatdézmy, ze szerokosc¢ przekroju b=const. - jest stata, 2. Zmienic szerokosc b

a zmienia sie jego wysokos¢ h=h(x)

Mamax _ M) = const.
Stad wyznaczamy: Wo — W,(x)
6P/ 6Px . X
bR =5 ) =const. wiec h(x)=h, n |
“ .

Funkcja ta odpowiada paraboli o wierzchotku lezgcym

w miejscu przytozenia sity skupionej. i
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Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Jak wida¢ wysoko$é przekroju zmienia sie parabolicznie, RYSUNEK PONIZE)
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Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIRA FOZNANSKA Belka swobodnie podparta
obcigzona w srodku sitg skupionga
1
) 12 B 12 M(x)==P-x
I ’
| L(x) 2-J(x) b(x)-h
()02 L)
- c Yenax h
M(x)
X R 777777777 WZ — -
d
stad %
$ 3Px
s as > ol b(x) =
h O dop
3P|
Maksymalny moment gnacy pojawia sie w érodku dtugosci, szeroko$¢ przekroju  Dpay = >
Wiec otrzymujemy: 2h" 0 4y,
X . .
b(X) =b. . n Liniowo (x) — np. RESORY
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Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

1 1, M(x)
M(x)==gl-x—= W, =
(X) 2q * qu 0 O dop
!
) q b-h*(x)
y YYYY VIV VYV YV VY Y b b P YYY PV YYYYIIYYYY Wo (x)= 5
B ¢
| 1 - b-h>
2 ;3 i Mgmax :§Q/ WO = c 0
O e
RSN |
,,Z;,, M x
x b const 7 ZALLC AR ( )zconst.
> - Wo — Wp(x)

Funkcja zmiany wysokosci przekroju:
69/° 6 (1 1

2
=5 qux—gqx j
8bhy b-h (x) \ h(X):ZhTO X(/_X)

Przekroj podtuzny belki jest elipsg o osiach /i h,,.
(ksztatty przyblizone walcowe i stozkowe)
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POLITECHNIKA POZNANSKA
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Wigzba platwiowo-jetkowa
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