POLITECHNIKA POZNANSKA

Wyktad NR3 v. 6.0

BELKI STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

dr hab. inz. Piotr PACZOS

Politechnika Poznanska,
Instytut Mechaniki Stosowanej,
Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA

Z belkami statycznie niewyznaczalnymi mamy
do czynienia woéwczas, gdy liczba reakcji podporowych
jest wieksza od liczby rownan réwnowagi statyczne;.

Reakcje nadliczbowe, zwane hiperstatycznymi wyznaczamy z dodatkowych
zwigzkow uzyskiwanych omawianymi, w tym temacie metodami:

1. Metoda analityczna (bezposredniego catkowania linii ugiecia belki)
2. Uogodlniona metoda analityczna (Metoda Clebscha)
3. Metoda analityczno-graficzna (rzadko stosowana)
4. Rownanie 3 momentow
5. Metody energetyczne
Pozostate elementy analizy wytrzymatosciowej belek statycznie niewyznaczalnych,

jak: wykresy wewnetrznych sit tngcych i momentdw gnacych czy obliczanie naprezen
normalnych i stycznych pozostajg takie same jak dla belek statycznie wyznaczalnych
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3.1. Metoda analityczna
(metoda bezposredniego catkowania linii ugiecia belki)

Rozwigzac belke statycznie niewyznaczalng przedstawiong na rysunku, oraz narysowacd
wykresy sit tngcych (T) i momentéw gnacych (M)
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3.2. Uogdlniona metoda analityczna
(metoda Clebscha)

Rozwigzac belke statycznie niewyznaczalng przedstawiong na rysunku, oraz narysowacd
wykresy wewnetrznych sit tngcych (T) i momentdw gnacych (M).

Wyznaczy¢ dopuszczalny wymiar przekroju b zginanej belki wiedzgc, ze maksymalne
naprezenia na zginanie wynoszg kg=200MPa
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3.3. Metoda analityczno-graficzna
(obcigzen wtornych)

Rozwigzac belke statycznie niewyznaczalng przedstawiong na rysunku, oraz narysowacd
wykresy sit tngcych (T) i momentéw gnacych (M)
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Analize rozpoczynamy od wyboru reakcji nadliczbowych

1. Po usunieciu odpowiednich wiezéw zwigzanych z reakcjami nadliczbowymi uzyskujemy
uktad uwolniony statycznie wyznaczalny.
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2. Budujemy nastepnie belke fikcyjng, zwracajgc uwage na sposdb zamiany podpor.

3. Belke fikcyjna obcigzamy obcigzeniem ciggtym o intensywnosci zgodnej z polem
wykresu momentu gnacego dla belki rzeczywistej

4. Na koniec stosujemy wzory na obliczanie kata obrotu i ugiecia na podstawie wielkosci
momentu gnacego i sity tngcej w belce fikcyjnej (wyznaczenie reakcji nadliczbowych)
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Katy obrotu na podporze x2 I3 TﬁBZ
A i B sg rowne zeru wiec: I* g
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Przyktad 1

3.4. Metoda poréwnywania odksztatcen

Dla belki pokazanej na rysunku wyznaczyc¢ reakcje, korzystajgc z metody superpozycji
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Rownania rownowagi statycznej:
gl’ gl’
(1) D M, =0 Ryl =My +7-=0, 2 D M=0 “Rul+ My +==0.

Zdanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne
— nalezy utozy¢ jedno réwnanie geometryczne.

Zadanie rozwigzano dwoma sposobami

1. Rébwnanie geometryczne y, =0 (rys. a). ) ! .
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2. Réwnanie geometryczne y, = 0 (rys. b).
Po uwolnieniu belki z utwierdzenia,
[ . , ’
i ‘ ’ nalezy porownac katy obrotu na podporze A:
(Ar¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢HvHv¢¢¢vB
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Z ukfadu dwoch rownan statyki oraz jednego z przedstawionych wyzej rownan
geometrycznych otrzymuje sie:
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3.5. Rdwnanie 3 Momentow

Rownanie 3 momentdw ma zastosowanie do rozwigzywania belek statycznie
niewyznaczalnych wielopodporowych lub wieloprzestowych.

Przesto to czes¢ belki pomiedzy dwoma sgsiadujgcymi podporami.

W celu wyprowadzenia rownania 3 momentéw wydzielamy dwa dowolne
lecz sgsiadujgce ze sobg przesta
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W celu wyprowadzenia rédwnania 3 momentéw

wydzielamy dwa sgsiadujgce ze sobg przesta:

n+1

n+1

n+1

/ Momenty skrajne réwne zero

Rozne sity z powodu braku symetrii
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Rownanie 3 momentow wyprowadzamy na podstawie porownania katow
ugiecia w belkach nad srodkowg podpora.

Katy te wyznaczamy metodg analityczno-wykresing Vi, =-vV,
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n

v, =2v' (M, )2V, (M) £V, (Q,) v =2v (M) £V (M ) Ev! (Q41)
Katy odmierzane od osi belki od obcigzen zewnetrznych:

n

. a, 1.2 b, y' :Mn—lln +Mn/n +Qnan
_— Y "T 6Ll 38 E
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Z rdwnania momentéw wzgledem podpory n-1
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Poréwnujac obydwa katy ze sobg: V', =—-v",
S = Mn—l/n n Mn/n " Qnan y' = Mn/n+l n Mn+1/n+1 n Qn+1bn+1
- n
" BEJ 3/ EJ, 3EJ 6EJ EJl .4
OtrzmeJemy: Mn—lln + Mn/n + Qnan — Mn/n+1 _ Mn+1/n+1 . Qn+1bn+1
6EJ 38/ EJI 3E) 6EJ EJl .4

Mnozymy obustronnie przez 6EJ i otrzymujemy ROWNANIE 3 MOMENTOW

b

Q. a Q10,1
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/

Mn—lln + 2/wn (/n + /n+1 ) + Mn+1

Q. ,Q, ;- pola wykreséw momentédw gnacych od obcigzen zewnetrznych

a,,b - odlegtosci srodkow ciezkosci wykresdw M od skrajnych podpor

n+1
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Przyktad 1
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Uwalniamy uktad od wiezdw:
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Uwalniamy uktad od wiezéw:
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Zamieniamy belke rzeczywistg na belke fikcyjng — R3M

Mo=0 przesto urojone

Nieskonczona
SZTYWNOSC

UTWIERDZENIE - belka urojona o dtugosci réwnej 0 (zero) IEASSATHAE
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Rysujemy wykresy momentow gnacych dla
poszczegdlnych (wydzielonych) przeset

Q, =—-20 99
2
Q,=>-20-qa°
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.'

Dwoch brakujgcych réwnan poszukujemy dla
kolejnych dwéch przeset:

Przesto urojone + A-B

Przesto A-B + B-C
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Przesto urojone + A-B
/ /
a Q,a
v +2MA(O+20)+MBZG:—6% ol 6"
/ / l 2a
0 0¥
(3) 2M,2a+M,2a=-2qa° —2M, + M, =—qa’
Przesto A-B + B-C
/ Qa _Q.a
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(4) M,2a+2My4a=-5qa° — 2M, +8M, =-5qa°
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o 3 (4) 2M, +8M, =-5qga”
o wyliczeniu: (3) M, :—aqa
(4) Mg = —%C/a

W celu wyznaczenia reakcji podporowych R,, Ry i Ry wypisujemy rownania
statyki dla kazdego przesta oddzielnie:

Przesto A-B Przesto B-C
(1) DK, =0-R,+R,—q2a=0 (1) D.F,=0-R"3+R,—P=0
(2) D Ms=0-R,2a+M,~M,—q2a-a=0 (2) D Mc=0-R"320+My~P-a=0
Stad wyliczamy R,, R’y Stad wyliczamy R, R”g
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] ] 3.6. Rdwnanie 4 Momentow
ROWNANIE 3 MOMENTOW

b

Q. a Q
Mn—lln +2Mn(/n +/n+1)+Mn+1/n+1 ——6 /” n_6 n/+1 n+1

n n+1

W przypadku kiedy obcigzeniem zewnetrznym jest moment gnacy M, przytozony
do belki nad podporg, to stosujemy réwnanie 4 momentéw:

-M' +My+M" =0

ROWNANIE 4 MOMENTOW

b

Q. a Q
n+1/n+1 =—6 /n - -6 n/+1 e

n n+1

M. +2M' [ +2M" | +M

Wyktad lll: ,Belki statycznie niewyznaczalne” dr hab. inz. Piotr PACZOS



Instytut Mechaniki Stosowanej, Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukgji

POLITECHNIKA POZNANSKA
3.6. Metody energetyczne (studia Il stopnia)
T, 1 N2dx M 2dx
dx | =2\ dV =—Ndu = 9
a1 2 2FA 261
I
Rozcigganie b Skrecanie preta
&ciskanie preta
| T dx
dV ==Tdv, = ’8—
Zynanie e 2 L
proste belki
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, , dv 1 N?
Rozcigganie: |—=———
dx 2 EA
av 1M >
Skrecanie: | =% 5 YT d_V:lﬂT
20l dx 2 GA
I Ar2
N-dx
Rozcigganie: V =£ 2FA4
Slla wewn@trzna) dx
Sztywnosc)
| _jMfdx
Skrecanie: J 261,

av 1 (S‘z'la W@WFZQII"ZHC[)Z
dx 2 (Sztywnosc)
2
Zginanie: dv — ng
dx 2 EI
I a2
. LT dx
5 - V =
Scinanie: _!: 2GA
’M dx

Zginanie: = I
0

2F]
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Jesli sita wewnetrzna oraz sztywnos¢ nie zalezg od x

Jesli N oraz EA nie zalezg od x .. 2
A (Slla wewn@trzna) dlugosc

. . N-I 2(Sztywnosc)
Rozcigganie: =—
2FEA

Jesli T oraz GA nie zalezg od x
Jesli M_ oraz Gl nie zalezg od x . ﬂT2Z
Scinanie: =
Sk ie: = S Jesli M, oraz El nie zalezg od x
recanie 2G[5 g
. M1
Zginanie: —__ 8
2ET

Energia sprezysta w precie prostym w przypadku ogdlnym

e e ey
=— X
EA G, E] E[Z GA GA
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